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要約 : 多変量 1標本問題において変数の次元が標本サイズに比して相対的に大きい場合，標本共分散行
列が特異になり，HotellingのT2統計量による検定を行うことができない．このような場合の検定方法は，
ある条件の下でDempster (1958, 1960)，Bai and Saranadasa (1996)，Fujikoshi (2004)，Srivastava (2007)な
どによって提案されている．本報告では，彼らの条件よりも現実的な条件の下で新たな検定方法を構成
する．

1 背景

本報告で扱う多変量 1標本問題においては，高次元データを想定する場合，標本共分散行列Sn,pが特
異になり，S−1

n,pを伴う検定統計量，例えば Hotellingの T2統計量を構成することができない．このよう
な場合の検定方法を最初に扱ったのはDempster (1958, 1960)であり，これを基にしてBai and Saranadasa

(1996)，Fujikoshi (2004)，Srivastava (2007)などによって研究が行われてきた．これらの手法はどれも，
真の共分散行列Σpに対して次の条件を課した下で求められている．
条件 (A)

lim
p→∞

trΣi
p

p
∈ (0, ∞) (i = 1,2,3,4)

本報告では，条件 (A)とは異なる条件の下で検定法を構成する．これは，条件 (A)をみたす状況に限ら
ず他の状況においても検定ができるという点で有用であると考えられる．具体的には次の条件を考える．
条件 (B) pに依存しない定数 ai (i = 1,2, · · · , p), α > 0, C > 0, m< pが存在して

p

∑
i=m+1

ak
i = o(pkα) (k = 1,2,3,4)

λi = ai +Cpα (i = 1,2, · · · ,m), λ j = a j ( j = m+1,m+2, · · · , p)

ここに，λi (i = 1,2, · · · , p)はΣpの固有値である．条件 (B)はm個の固有値が pのオーダで発散し，残りの
固有値が定数であるような状況を想定している．例えば，共分散行列がΣp = (1−ρ)Ip+ρ1p1T

p (0≤ ρ < 1)
の場合がそれにあたる．ここに Ipは p次の単位行列，1pは要素がすべて 1の p次元列ベクトルである．
実際，固有値は λ1 = 1+(p−1)ρ, λ2 = · · · = λp = 1−ρであるから，ρ = 0でない限り条件 (B)をみたす．

2 高次元データにおける多変量 1標本問題

Dempster (1958, 1960)，Bai and Saranadasa (1996)，Fujikoshi (2004)，Srivastava (2007)の結果を簡単に
紹介する．検定方法の性質から，2つのタイプに分けられる．以下，X

(i)
p

i.i.d.∼ Np(µp, Σp) (i = 1,2, · · · ,n)
とし，

X̄n,p =
1
n

n

∑
i=1

X
(i)
p , Sn,p =

1
n−1

n

∑
i=1

(X(i)
p −X̄n,p)(X

(i)
p −X̄n,p)T

とする．また，帰無仮説 H0および対立仮説 H1を以下のように設定する．

H0 : µp = 0 versus H1 : µp 6= 0
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2.1 F近似を用いる方法

高次元データにおいてはSn,pが特異になるため，Hotellingの T2統計量 TH = nX̄T
n,pS

−1
n,pX̄n,pは定義さ

れない．Dempster (1958, 1960)は Sn,pを trSn,pで置き換えた次の統計量を提案した．

TD =
nX̄T

n,pX̄n,p

trSn,p

データ行列を適当な直交行列で変換することによって，TDは帰無仮説 H0の下，

TD =
(n−1)Q(1)

p

Q(2)
p + · · ·+Q(n)

p

と表せる．ここに，Q(i)
p = Y

(i)T
p Y

(i)
p , Y

(i)
p

i.i.d.∼ Np(0,Σp) (i = 1,2, · · · ,n)である．TDの分布を求めるため

に，Q(i)
p

i.i.d.∼ mχ2
r (i = 1,2, · · · ,n)のように近似できれば，TD ∼ Fr,(n−1)r となる．Dempster (1958, 1960)は

3つの方法で r を推定し，TD ∼ Fr̂,(n−1)r̂ として検定を行うことを提案した．しかしながら，r の 3つの推
定量はどれも直交変換に依存しており，検定結果の解釈が難しいという問題点がある．そのため，本報
告ではこれ以上扱わないことにする．詳細は Dempster (1958, 1960)を参照されたい．
ところで，Q(i)

p
i.i.d.∼ mχ2

r の近似を 2次モーメントまで一致するように行えば，r = (trΣp)2/trΣ2
pとなる．

このとき，Srivastava (2007)は次の定理を示し，r の ratio-consistentな推定量を求め，その推定量を用い
て上記の検定を行うことを提案している．この推定量は直交変換に依存しない．

定理 2.1
条件 (A)を仮定する．このとき任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

sup
p

P

(∣∣∣∣ â1

trΣp
−1

∣∣∣∣ > ε
)

= 0, lim
n→∞

sup
p

P

(∣∣∣∣ â2

trΣ2
p
−1

∣∣∣∣ > ε

)
= 0, lim

n→∞
sup

p
P

(∣∣∣∣ r̂
r
−1

∣∣∣∣ > ε
)

= 0

が成立つ．ここに，

â1 = trSn,p, â2 =
(n−1)2

(n+1)(n−2)

[
trS2

n,p−
1

n−1
(trSn,p)2

]
, r̂ =

â2
1

a2

2.2 漸近分布を用いる方法

Bai and Saranadasa (1996)，Fujikoshi (2004)は条件 (A)を仮定して，帰無仮説H0の下で X̄T
n,pX̄n,p, trSn,p

に関する漸近正規性を示した．

定理 2.2
条件 (A)を仮定し，limp→∞ n = ∞とする．このとき，帰無仮説 H0の下で

TBS=
1√

2trΣ2
p

(
nX̄T

n,pX̄n,p− trSn,p
) d−→ N(0,1) asp→ ∞

TF =
trΣp√
2trΣ2

p

(TD −1) d−→ N(0,1) asp→ ∞

この定理により，trΣp, trΣ2
pが既知の場合は正規分布を用いて検定できるが，未知の場合はそれぞれ定

理 2.1の â1, â2で置き換えて検定を行うことを提案している．
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3 主結果

第 2節で示した 2種類の検定方法は条件 (A)をみたすことを前提としている．しかしながら，条件 (A)

はCauchy-Schwarzの不等式の等号成立条件からわかるように，Σpが単位行列に近い場合でしか成立た
ない．そこで，条件 (A)をより現実的なΣpを許すような条件に置き換えることを考える．

F近似を用いる方法においては，次の定理が示される．

定理 3.1 定理 2.1は次の条件を仮定しても成立つ．
条件 (C)

∃δi ≥ 0 (i = 1,2,4) s.t. δ1 ≥ δ2 ≥ δ4 and lim
p→∞

tr

(
Σp

pδi

)i

∈ (0,∞) (i = 1,2,4)

この定理から，条件 (A) よりも弱い条件 (C)を仮定しても，F近似による検定を行うことができる．ま
た，条件 (B)は条件 (C)より強いので，条件 (B)の場合も F近似による検定を行うことができる．
漸近分布を用いる方法においては，次の定理が示される．

定理 3.2
条件 (B)を仮定し，limp→∞ n = ∞とする．このとき，帰無仮説 H0の下で

TBS=
1√
trΣ2

p

(
nX̄T

n,pX̄n,p− trSn,p
) d−→ χ2

m−m√
m

asp→ ∞

TF =
trΣp√
trΣ2

p

(TD −1) d−→ χ2
m−m√

m
asp→ ∞

この定理により，trΣp, trΣ2
pが既知の場合は χ2分布を用いて検定できる．未知の場合には定理 3.1より，

未知の部分を â1, â2で置き換えて検定を行うことができる．

4 数値実験

各統計量の近似の精度をみるために，Monte Carlo実験を行う．X
(i)
p

i.i.d.∼ Np(0,Σp) (i = 1,2, · · · ,n)，
Σp = (1−ρ)Ip +ρ1p1T

p (0≤ ρ < 1)とし，有意水準 α = 0.05，繰り返し回数 500とする．例えば F近似
を行う方法の場合は，

#{TD > Fr̂,(n−1)r̂(α)}
500

を計算し，どれだけ α = 0.05に近いかをみる．条件 (A)は ρ = 0の場合でのみ成立ち，条件 (B)および
条件 (C)は ρ = 0の場合を除いて成立つ．次の頁に数値実験の結果を記載する．TSはSrivastava (2007)の
方法を表し，TN

B , TN
F はそれぞれ TB, TF を正規近似して検定を行う方法を表す．さらに，Tχ

B , Tχ
F はそれ

ぞれ TB, TF を χ2近似して検定を行う方法を表す．
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表 1: Monte Carlo実験
ρ n p TS TN

F TN
BS Tχ

F Tχ
BS

0 40 40 0.050 0.066 0.08 0.060 0.048

40 100 0.032 0.060 0.056 0.046 0.042

40 200 0.054 0.066 0.084 0.032 0.036

80 100 0.048 0.046 0.052 0.040 0.038

80 200 0.046 0.052 0.070 0.026 0.026

150 200 0.062 0.042 0.066 0.036 0.020

0.3 40 40 0.068 0.066 0.074 0.042 0.064

40 100 0.070 0.066 0.070 0.056 0.044

40 200 0.076 0.092 0.060 0.054 0.058

80 100 0.054 0.058 0.048 0.056 0.048

80 200 0.082 0.100 0.062 0.066 0.062

150 200 0.056 0.06 0.082 0.030 0.042

0.5 40 40 0.056 0.062 0.072 0.066 0.068

40 100 0.038 0.062 0.076 0.06 0.062

40 200 0.056 0.082 0.058 0.074 0.042

80 100 0.062 0.064 0.066 0.052 0.026

80 200 0.048 0.064 0.056 0.044 0.040

150 200 0.052 0.064 0.078 0.058 0.038

0.8 40 40 0.052 0.086 0.074 0.058 0.044

40 100 0.058 0.066 0.062 0.054 0.058

40 200 0.050 0.086 0.060 0.048 0.066

80 100 0.056 0.056 0.078 0.058 0.060

80 200 0.060 0.076 0.068 0.058 0.054

150 200 0.044 0.076 0.080 0.064 0.052
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