
Approximate and asymptotic distributions of Dempster trace criterion for high
dimensional data

藤本翔太，狩野裕

大阪大学大学院基礎工学研究科

1.はじめに
正規分布に基づく 1標本問題を考える．すなわち，n個の標本X (1)

p , · · · ,X (n)
p が p変量正規分布

Np(µp,Σp)から得られたときの，検定問題 H0 : µp = 0を考える．この検定問題に対する伝統的な
方法は，Hotellingの T 2統計量 nX̄T

n,pS
−1
n,pX̄n,pによるものである．ここに，X̄n,pは標本平均，Sn,p

は標本共分散行列とする．しかしながら，高次元データ，すなわち n < pの場合はSn,pが特異にな

るため，この統計量は定義されない．そこで，Dempster(1958)は高次元データにも対応できる統計
量として，Hotellingの T 2統計量における Sn,pをそのトレースで置き換えた統計量 X̄T

n,pX̄n,p
/
trS

を提案した．これを Dempster trace criterion (DTC)と呼ぶことにする．DTCの漸近分布による検
定方法は Fujikoshi(2004)によって提案され，F分布近似による方法は Srivastava(2007)によって提
案されているが，どちらの方法も共分散行列Σpに厳しい条件を課している．そこで本報告では，

先行研究の結果をより現実的な条件の下に理論的に拡張する．

2.共分散行列への条件
Fujikoshi(2004)，Srivastava(2007)では，共分散行列Σpに次の条件を課している．

(A) 0 < ∃ lim
p→∞

Σi
p

p
< ∞ (i = 1, 2, 3, 4)

条件 (A)は例えば次の (a),(b),(c)の場合は満たされるが，(d),(e)の場合は満たされない．

(a) Σp = aIp．ここに，a > 0であり，Ipは p × pの単位行列を表す．
(b) Mild Spiked Model : λi = C1 pα (i = 1, 2, · · · ,m) and λ j = C2 ( j = m + 1, · · · , p)．ここに，
λi (i = 1, 2, · · · , p)はΣp の固有値であり，C1,C2 > 0, α ≤ 1/4, m < pとする．

(c) Autoregressive Model : Σp = (ρ|i− j|) (0 < ρ < 1).
(d) Sharp Spiked Model : (b)において α > 1/4の場合．
(e) Compound Symmetry Structure : Σp = (1 − ρ)Ip + ρ1p1T

p (0 < ρ < 1)．ここに，1pは要素が全

て 1の p次元列ベクトルを表す．

そこで，以上の全ての例を含むような次の条件を考える．

(B) ∃δi ≥ 0 s.t. δ1 ≥ δ2 ≥ δk (k = 3, 4, · · · , ) and 0 < ∃ lim
p→∞

tr
(
Σp

pδi

)i

< ∞ (i = 1, 2, · · · )

条件 (B)の下では，DTCの (n, p) → ∞における漸近分布が状況に応じて変化することが示さた．
さらに，DTCの F分布近似は条件 (B)の下でも妥当であることが示された．当日，理論的な詳細
とあわせて，2つの方法を比較した簡単な数値実験の結果も報告する．
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