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概要

内点法，特にパス追跡法を理解するうえで重要な解析的中心と中心パスについて

解説する．はじめに，内点を持つ有界な凸多面体の解析的中心を定義し，それをベー

スとして線形計画問題の解析的中心を説明する．解析的中心の集合が中心パスを形

成することを示し，その中心パスの一端が最適解集合の解析的中心に収束すること

を示す．このことから，中心パスを追跡することにより，線形計画問題の最適解を求

めることができる．また，中心パスを使って，強相補解の存在も示す．
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1 解析的中心

この節では，まずはじめに線形の等式・不等式で定義された有界で内点を持つ凸多面体

の解析的中心を説明する．その結果を使い，線形計画問題の実行可能領域に目的関数値の

制限を付けた多面体の解析的中心について解説する．

1.1 凸多面体の解析的中心

この節では，凸多面体の内点と解析的中心について解説する．内点をもつ有界な多面体

に解析的中心が存在することを示し，解析的中心であるための必要十分条件を示す．

線形の等式と不等式を満たす点の集合

S′ = {(x,y) ∈ Rn ×Rk|Ax + By = b, x ≥ 0}

あるいは，それを xの空間に射影した

S = {x ∈ Rn|Ax + By = b, x ≥ 0}

を凸多面集合あるいは単に多面集合という．凸多面集合は，有界な場合には，凸多面体あ

るいは単に多面体と呼ばれる．ここで，xと y はそれぞれ n次と k 次のベクトルであり，

bはm次のベクトルである．多面集合には，A′x′ ≥ b′ といった形の不等式を含んでもよ

いが，その時にはスラック変数のベクトル z を導入して，A′x′ − z = b′, z ≥ 0とするこ

とにより，上記の形に変形できる．以下では，S′ の形の多面集合よりも，非負変数のみの

空間における多面集合 S を主に扱うが，S′ の場合も同様に議論できる．特に，m × k 行

列B のランクが k であるならば，任意の x ∈ S に対して，Ax + By = bを満たす y が

唯一つ定まる．もし，B のランクが k より小さいと，そのような y は無数に存在する．

xが不等式 x ≥ 0をすべて等号ではない不等号 x > 0で満たすとき，xを S の (解析

的な)内点という．さらに，x ∈ S である (y が存在し，Ax + By = bを満たす)ときに

は，S の実行可能内点といい，x /∈ S であるときには，S の実行不能内点という．文脈

から明らかな時には，実行可能内点を単に内点と呼ぶ．解析的な実行可能内点は，ユーク

リッド空間Rn における集合 S の位相的な内点 (近傍が存在し，その近傍が S に含まれる
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ような点)とは定義が異なっており，S の代数的な表現に依存している．集合 S の実行可

能内点の集合を
S0 = {x ∈ Rn|Ax + By = b, x > 0}

とする．

集合 S が有界な凸多面体 (十分大きな球体に含まれる多面体)であり，実行可能内点が

存在する (S0 6= ∅)とき，x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ S0 の関数

q(x) =
n∏

j=1

xi

を最大化，あるいは同じことであるが

p(x) = − log q(x) = −
n∑

j=1

log xi

を最小化する点 xが存在すれば，それを S の解析的中心という．幾何学的には，多面体

S は，等式 xi = 0 (i = 1, 2, · · · , n)であらわされた超平面の一部で囲まれた集合である．

各変数 xi の値は，点 xから超平面 {x′|x′
i = 0}への距離になっている．これらの超平面

には，多面体 S の境界となっているものとなっていないものがあるが，そういった区別を

せずに，点 x からすべての超平面への距離の積を最大にする点が解析的中心である．し

たがって，解析的中心は，多面体の境界を構成している超平面だけでなく，すべての超平

面から影響を受ける．x ∈ S0 が凸多面体 S の境界に近いときは，ある変数 xi の値が小

さくなるので，関数 q(x)の値も小さくなる．したがって，q(x)を最大化する解析的中心

は，どの境界 (超平面)からも離れた点という意味で，S の中心である．集合 S の解析的

中心が唯一つ存在することを，次の定理で示す．

定理 1.1 m × n行列 Aのランクがmであると仮定する．集合 S が有界な凸多面体であ

り，実行可能内点が存在する (S0 6= ∅)とき，S の解析的中心が唯一つ存在する．

証明 仮定より，内点 x0 ∈ S0 が存在する．関数 p(x)の最小解が存在するならば，それ

は，関数 p(x)の値が p(x0)以下であるような内点の集合

S0(x0) = {x ∈ S0|p(x) ≤ p(x0)}

上にあり，そこ以外に存在しない．S が有界であり，関数 p(x)が連続であり，xが境界

に近づくと p(x)の値が発散するので，S0(x0)は有界閉集合である．(より厳密に議論す

ると，S0(x0)上の任意の点列を {xi}とすれば，S が有界であるので，集積点 x∗ ∈ S が
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存在する．x∗ /∈ S0 であるとすると，p(xi) → ∞となり，矛盾するので，x∗ ∈ S0 であ

る．したがって，p(x∗)が定義できるが，p(x)が連続関数であるので，p(x∗) ≤ p(x0)が

成立し，x∗ ∈ S0(x0)である．) − log xi は xi の狭義凸関数であるので，p(x)も xの狭

義凸関数である．有界閉集合 S0(x0)上の連続関数 p(x)は最小解を持ち，狭義凸関数で

あるから最小解は唯一つである．

この定理により，解析的中心が唯一つ存在することが保証された．次に，x∗ ∈ S0 が

S0 の解析的中心あるための，必要十分条件を求める．定義より，解析的中心は，非線形

計画問題
最小化 p(x) = −

∑n
j=1 log xi

制約条件 Ax + By = b

の最適解である．ここで，p(x)が定義されるためには，x > 0でなければならない．こ

の問題は，凸計画問題であるので，(x, y)が最適解であるための必要十分条件は，付録の

定理 4.1に述べられている KKT条件より，

−X−1e + AT v = 0
BT v = 0
Ax + By = b

(1)

となる．ここで，X = diag(x)は xの各要素を対角要素とする対角行列 (つまり，ベクト

ルX−1eの各要素が 1/xi)であり，v = (v1, v2, · · · , vm)T は等式制約に対するラグラン

ジュ乗数のベクトルである．

例 1.2 凸多面体の例を

S = {(x1, x2, x3, x4)T |x1 + 2x2 + x3 = 3, 2x1 + x2 + x4 = 3, (x1, x2, x3, x4)T ≥ 0}

として，その解析的中心を求めてみよう．この例の場合，条件 (1)は，

v1 + 2v2 = 1/x1

2v1 + v2 = 1/x2

v1 = 1/x3

v2 = 1/x4

x1 + 2x2 + x3 = 3
2x1 + x2 + x4 = 3

となる．これを解くと，(x1, x2, x3, x4) = (1/2, 1/2, 3/2, 3/2)と (v1, v2) = (2/3, 2/3)が

得られる．
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1.2 線形計画問題の実行可能領域と仮定

n個の変数とm個の等式制約をもつ標準形の線形計画問題は

最小化 cT x
制約条件 Ax = b

x ≥ 0
(2)

と表される．これを主問題とすれば，その双対問題は

最大化 bT y

制約条件 AT y + z = c
z ≥ 0

(3)

となる．主問題と双対問題の実行可能領域をそれぞれ

FP = {x|Ax = b, x ≥ 0}
FD = {z|AT y + z = c, z ≥ 0}

とし，実行可能内点の集合をそれぞれ

F 0
P = {x|Ax = b, x > 0}

F 0
D = {z|AT y + z = c, z > 0}

とする．ここで，次の 3つの仮定を置く．

仮定 1.3 m × n行列Aのランクがmである．

仮定 1.4 線形計画問題 (2)の実行可能領域の内点 x0 ∈ F 0
P が存在する．

仮定 1.5 双対問題 (3)の実行可能領域の内点 z0 ∈ F 0
D が存在する．

上の仮定 1.4と 1.5が満たされるならば，弱双対定理により，主問題と双対問題には最適

解が存在し，双対定理により，それらの最適値が等しい．

1.3 主問題 (標準形の線形計画問題)の解析的中心

標準形の線形計画問題 (2)の実行可能領域に関する凸多面体の解析的中心について調べ

る．線形計画問題 (2)の実行可能領域 FP は，有界であるかどうか不明であるが，目的関

数値が一定値以下である実行可能解の集合は，次の補題で示すように，有界である．
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補題 1.6 仮定 1.4と 1.5のもとで，任意の σP に対して，目的関数値が σP 以下である実

行可能領域
FP (σP ) = {x | cT x ≤ σP , Ax = b, x ≥ 0}

は有界である．

証明 主問題の実行可能内点 x0 と双対問題の実行可能内点 (y0, z0) が存在するとする．

FP (σP )が空集合ならば，有界なので，空でないとする．任意の x ∈ FP (σP )に対して，

(z0)T x = (c − AT y0)T x

= cT x − (y0)T Ax

≤ σP − (y0)T b

左辺の各 xi (i = 1, 2, · · · , n)の係数 z0
i が正であり，x ≥ 0なので

xi ≤
σP − (y0)T b

z0
i

(i = 1, 2, · · · , n)

が成立する．したがって，x ∈ FP (σP )の各要素の上界が存在するので，多面体 FP (σP )

は有界である．

定理 1.7 仮定 1.4と 1.5が満たされており，線形計画問題 (2)の最適解を x∗ とし，最適

値を w∗ とする．任意の σP > w∗ に対して，集合 FP (σP )，あるいはスラック変数 x0 を

導入した

F̄P (σP ) =
{
(x0,x) | x0 + cT x = σP , Ax = b, x0 ≥ 0, x ≥ 0

}
は，内点を持つ有界な凸多面体であり，唯一つの解析的中心をもつ．

証明 線形計画問題 (2)の最適解を x∗ とし，最適値を w∗ とする．また，x0 ∈ F 0
P を FP

の実行可能内点とする．このとき，任意の α ∈ (0, 1]に対して，点

x = αx0 + (1 − α)x∗ > 0

は，FP の実行可能内点である．したがって，任意の σP > w∗ に対して，集合 F̄P (σP )に

内点が存在する．補題 1.6より集合 F̄P (σP )が有界な多面体なので，定理 1.1より解析的

内点が唯一つ存在する．
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前節の (1) より，(x0, x) > 0 が集合 F̄P (σP ) の解析的中心であるための必要十分条

件は，
−1/x0 + u0 = 0
−X−1e + u0c + AT u = 0
x0 + cT x = σP

Ax = b

となる．ここで，u0 = 1/x0 を他の式に代入し，y = −x0u，z = x0X
−1eとすれば，上

の条件は，
Ax = b　
AT y + z = c
Xz = x0e
cT x = σP − x0

(4)

と表すことができる．これらの条件を満たす y，z が存在するとき，x0 > 0，x > 0は凸

多面体 F̄P (σP )の解析的中心 (x > 0は凸多面体 FP (σP )の解析的中心)となり，その逆

も成り立つ．このとき，Xz = x0eより，z > 0でなければならない．

x0，x(x0)，y(x0)，z(x0) が式 (4) を満たすとする．x(x0) は，目的関数値が σP =

cT x(x0) + x0 以下という多面体 FP (σP )の解析的中心であるが，別の多面体，すなわち

目的関数値が σ̂P = cT x(x0)と等しい多面体

F̂P (σ̂P ) = {x | cT x = σ̂P , Ax = b, x ≥ 0}

の解析的中心でもある．

演習問題 1.8 σ̂P = cT x(x0)とするとき，多面体 F̂P (σ̂P )が有界で，内点をもつことを

示し，x(x0)がその解析的中心であることを示せ．

例 1.9 次の標準形の線形計画問題の例

最小化 −x1 − x2

制約条件 x1 + 2x2 + x3 = 3
2x1 + x2 + x4 = 3
(x1, x2, x3, x4)T ≥ 0

(5)

を扱う．この問題の実行可能領域は，例 1.2 で扱った多面体と一致している．この問題の
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解析的中心は，式 (4)より，
x1 + 2x2 + x3 = 3
2x1 + x2 + x4 = 3
y1 + 2y2 + z1 = −1
2y1 + y2 + z2 = −1
y1 + z3 = 0
y2 + z4 = 0
x1z1 = x0

x2z2 = x0

x3z3 = x0

x4z4 = x0

−x1 − x2 = σP − x0

の解である．x0 を定数とみて，この解を計算すると

x1 = x2 = 3−6x0+
√

9+36x2
0

6

x3 = x4 = 3+6x0−
√

9+36x2
0

2

y1 = y2 = −3−6x0−
√

9+36x2
0

18

z1 = z2 = −3+6x0+
√

9+36x2
0

6

z3 = z4 = 3+6x0+
√

9+36x2
0

18

σP = −3+9x0−
√

9+36x2
0

3

となる．x0 → ∞とすると，(x1, x2, x3, x4) = (1/2, 1/2, 3/2, 3/2)となり，例 1.2の多面体

の解析的中心と一致している．また，x0 → 0とすると，(x1, x2, x3, x4) = (1, 1, 0, 0)とな

り，問題 (5)の最適解となっている．このとき，(y1, y2) = (−1/3,−1/3)，(z1, z2, z3, z4) =

(0, 0, 1/3, 1/3)となり，これは (5)の双対問題の最適解となっている．

1.4 双対問題の解析的中心

標準形の線形計画問題 (2)の双対問題 (3)の解析的中心について説明する．

仮定より，双対問題に最適解 (y∗,z∗) が存在し，最適値は主問題の最適値 w∗ と等し

い．主問題の場合と同様に，任意の σD < w∗ に対して，目的関数値が σD 以上である実

行可能解の集合

FD(σD) = {z|bT y ≥ σD,AT y + z = c,z ≥ 0}

あるいは，スラック変数 z0 を導入した

F̄D(σD) = {(z0, z)|bT y − z0 = σD,AT y + z = c, z0 > 0, z ≥ 0}
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は有界で，内点を持つ．点 (z0, z) ≥ 0が多面体 F̄D(σD)の解析的中心であるための必要

十分条件は，(1)より
−1/z0 − w0 = 0
−Z−1e + w = 0
w0b + Aw = 0
bT y − z0 = σD

AT y + z = c

となる．ここで，Z = diag(z)である．w0 = −1/z0 を他の式に代入し，x = z0w とす

れば，
Ax = b

AT y + z = c
Zx = z0e

bT y = z0 + σD

(6)

が得られる．これらの条件を満たす y，x > 0が存在するとき，z0 > 0，z > 0は凸多面

体 F̄D(σD)の解析的中心 (z > 0は凸多面体 FD(σD)の解析的中心)となり，その逆も成

り立つ．また，Xz = Zxであるので，式 (4)と比べると，もし x0 = z0 となるように σP

と σD を設定すれば，主問題の解析的中心の条件と双対問題の解析的中心の条件が一致し

ていることがわかる．すなわち，式 (4)を満たす z は，ある σD に対して，FD(σD)の解

析的中心となり，式 (6)を満たす xは，ある σP に対して，FP (σP )の解析的中心となる．

1.5 主双対線形計画問題の解析的中心

標準形の線形計画問題 (2)とその双対問題 (3)を一緒にし，双対ギャップを目的関数と

した問題
最小化 cT x − bT y
制約条件 Ax = b

AT y + z = c
x ≥ 0, z ≥ 0

(7)

の解析的中心について説明する．問題 (7)を主双対線形計画問題と呼ぶ．この問題の実行

可能領域を
FPD = {(x, z)|Ax = b, AT y + z = c, x ≥ 0, z ≥ 0}

とする．

弱双対定理より，問題 (7)の目的関数値は常に 0以上であり，双対定理より，最適値が

0となる．したがって，目的関数値が 0となる解 (x∗, y∗, z∗)を求めれば，x∗ は主問題の

最適解であり，(y∗, z∗)は双対問題の最適解である．
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仮定より，主問題と双対問題に実行可能内点が存在し，それぞれ目的関数値に上限，ま

たは下限を付ければ実行可能領域が有界となるので，任意の σPD > 0に対して，目的関

数値 (双対ギャップ)が σPD 以下である実行可能解の集合

FPD(σPD) = {(x, z)|cT x − bT y ≤ σPD, Ax = b, AT y + z = c, x ≥ 0,z ≥ 0}

あるいはスラック変数を導入した

F̄PD(σPD) = {(x′, x,z)|cT x− bT y +x′ = σPD, Ax = b,AT y +z = c, (x′, x, z) ≥ 0}

は有界で，内点を持つ．点 (x′, x, z) ≥ 0 が多面体 F̄PD(σPD) の解析的中心であるため

の必要十分条件は，(1)より

−1/x′ + v′ = 0
−X−1e + v′c + AT v = 0
−Z−1e + w = 0
−v′b + Aw = 0
cT x − bT y + x′ = σPD

Ax = b

AT y + z = c

となる．ここで，x = diag(x)，Z = diag(z)である．v′ = 1/x′ を他の式に代入し，整

理すれば
−AT (x′v) + x′X−1e = c
Z(x′w) = x′e
A(x′w) = b

cT x − bT y + x′ = σPD

Ax = b

AT y + z = c

(8)

となる．したがって，
Ax = b

AT y + z = c
Zx = x′e

cT x − bT y + x′ = σPD

(9)

の解 (x′,x, z) > 0 と y を求め，w = x/x′，v = −y/x′ とすれば，式 (8) の解が得ら

れる．

条件式 (9)と式 (4)あるいは式 (6)とくらべると，この式の解は，x′ = x0 ならば式 (4)

の解と一致し，x′ = z0 ならば式 (6)の解と一致する．言い換えれば，µ > 0のとき

Ax = b

AT y + z = c
Zx = µe

(10)
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と x > 0，z > 0を満たす解 x(µ)，y(µ)，z(µ)が存在するならば，x0 = µと x(µ)は

σP = cT x(µ) + µ とした時の多面体 F̄P (σP ) の解析的中心であり，z0 = µ と z(µ) は

σD = bT y(µ) − µとした時の多面体 F̄D(σD)の解析的中心であり，x′ = µ，x(µ)，z(µ)

は σPD = cT x(µ)− bT y(µ) + µ = (n + 1)µとした時の多面体 F̄PD(σPD)の解析的中心

である．以上の結果から，次の定理が得られる．

定理 1.10 µ > 0に対して，ある y(µ)が存在し，x(µ) > 0と z(µ) > 0が

Ax(µ) = b

AT y(µ) + z(µ) = c
Z(µ)x(µ) = µe

を満たすとする．このとき，x(µ) は，主問題の目的関数値が σP = cT x(µ) + µ 以下

である実行可能領域 FP (σP ) の解析的中心であり，z(µ) は，双対問題の目的関数値が

σD = bT y(µ) − µ以上である実行可能領域 FD(σD)の解析的中心であり，(x(µ), z(µ))

は，主双対線形計画問題の目的関数値 (双対ギャップ)が (n + 1)µ以下である実行可能領

域 FPD((n + 1)µ)の解析的中心である．

1.3節の最後の議論から，次の系も得られる．

系 1.11 定理 1.10 の x(µ) は，主問題の目的関数値が cT x(µ) と等しい実行可能領域の

解析的中心であり，z(µ)は，双対問題の目的関数値が bT y(µ)と等しい実行可能領域の解

析的中心であり，(x(µ), z(µ)) は，主双対線形計画問題の目的関数値 (双対ギャップ) が

nµと等しい実行可能領域の解析的中心である．

定理 1.10の x(µ)を主問題の解析的中心，z(µ)あるいは (y(µ), z(µ))を双対問題の解

析的中心，解 (x(µ),z(µ))あるいは (x(µ), y(µ), z(µ))を主双対線形計画問題の解析的中

心と呼ぶ．

演習問題 1.12 系 1.11を証明せよ．

2 対数障壁関数と中心パス

この節では，線形計画問題に対数障壁関数を導入したときに，その問題の最適解が前節

で定義した解析的中心となっていることを示す．さらに，解析的センターの集合がなめら

かなパスとなることを説明する．はじめに主問題の場合について詳しく解説し，双対問題

の場合と主双対線形計画問題の場合については，主問題の場合とほぼ同様なので，簡単に
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説明する．

2.1 主問題の対数障壁関数と中心パス

標準形の線形計画問題 (2)を再掲すると，

最小化 cT x
制約条件 Ax = b

x ≥ 0

である．この問題の制約条件 x = (x1, x2, · · · , xn)T ≥ 0 に対する対数障壁関数

−
∑n

i=1 log xi を導入し，パラメータ µ > 0を使って目的関数に加えると

最小化 cT x − µ
∑n

i=1 log xi

制約条件 Ax = b
(11)

が得られる．この問題は，x > 0 に対して定義されている．µ の値を 0 に近づけると，

目的関数の対数障壁関数の部分の影響がほとんどなくなることから，µ → 0 とした時の

(11)の解が線形計画問題 (2)の最適解に近づくと考えられる．このようにして，元問題の

近似的な最適解を求める方法を障壁関数法という．このアプローチは，もともと非線形計

画法において発展してきたが，内点法が開発されるに従い，線形計画問題にも適用されて

いる．

問題 (11)の目的関数が凸関数なので，xがこの問題の最適解である必要十分条件は，

c − µX−1e + AT v = 0
Ax = b

となる．ここで，y = −v，z = µX−1eとすれば，

Ax = b

AT y + z = c
Xz = µe

(12)

が得られる．この条件式が式 (10) と一致しているので，その解は，解析的中心

(x(µ),y(µ), z(µ))である．解析的中心 (x(µ), y(µ), z(µ))の集合を

P = {(x,y, z)|Ax = b, AT y + z = c, Xz = µe, µ > 0, x > 0,z > 0} (13)

とする．この集合は，なめらかなパス (1次元多様体)となることを次の定理で示す．

定理 2.1 式 (13) で定義された解析的中心 (x(µ), y(µ), z(µ)) の集合 P はなめらかなパ

スとなる．
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証明 関数

h(x, y, z, µ) =

 Ax − b

AT y + z − c
Xz − µe


を定義する．解析的中心 (x(µ), y(µ), z(µ))は，方程式 h(x, y,z, µ) = (0,0,0)の解であ

る．この関数の x，y，z に関するヤコビ行列は， A 0 0
0 AT I
Z 0 X


となる．ここで，I は単位行列であり，0はそれぞれ適当なサイズのゼロ行列である．上

の行列が正則でないとしたら，ゼロでないベクトル (p, q, r)が存在し， A 0 0
0 AT I
Z 0 X

  p
q
r

 =

 0
0
0


となる．簡単な計算により，pT r = 0となり，p = −Z−1Xrを代入すると，rT Z−1Xr =

0が得られる．この式より，r = 0であり，それを使うと p = 0，q = 0が得られる．した

がって，ヤコビ行列は任意の解 (x(µ),y(µ), z(µ))において正則である．陰関数定理 4.1

より，P はなめらかなパスとなる．

このパス P を線形計画問題の中心パスという．中心パス上の点は，後に示すように，

µ → 0 としたときに最適解に収束する．したがって，中心パスの近傍に点列を生成し，

µ → 0とすることにより，最適解の近似解を得ることができる．これが，パス追跡法の基

本的考え方である．

中心パス P を xの空間に射影した集合

Px = {x|Ax = b, AT y + z = c, Xz = µe, µ > 0, x > 0,z > 0}

は，主問題の実行可能領域に含まれるなめらかなパスになり，同様に (y,z)の空間に射影

した集合

Pyz = {(y, z)|Ax = b, AT y + z = c, Xz = µe, µ > 0, x > 0, z > 0}

は，双対問題の実行可能領域に含まれるなめらかなパスになる．Px を近似する点列を生

成する方法が，主問題のパス追跡法であり，同様に Pyz あるいは P を近似する点列を生

成する方法がそれぞれ双対問題あるいは主双対線形計画問題のパス追跡法となる．
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2.2 双対問題の対数障壁関数と中心パス

標準形の線形計画問題の双対問題 (3)を再掲すると，

最大化 bT y

制約条件 AT y + z = c
z ≥ 0

である．この問題を最小化問題にし，制約条件 z ≥ 0に対する対数障壁関数−
∑n

i=1 log zi

を導入し，パラメータ µ > 0を使って目的関数に加えると

最小化 −bT y − µ
∑n

i=1 log zi

制約条件 AT y + z = c
(14)

が得られる．この問題は，z > 0に対して定義されている．

問題 (14) の目的関数が凸関数なので，(y, z) がこの問題の最適解である必要十分条

件は，
−b + Au = 0
−µZ−1e + u = 0
AT y + z = c

となる．ここで，x = uとすれば，

Ax = b

AT y + z = c
Xz = µe

が得られる．この条件式が式 (10) と一致していることから，その解は，解析的中心

(x(µ),y(µ), z(µ))である．

2.3 主双対線形計画問題の対数障壁関数と中心パス

標準形の線形計画問題と双対問題を一緒にした主双対線形計画問題 (7)を再掲すると，

最小化 cT x − bT y
制約条件 Ax = b

AT y + z = c
x ≥ 0, z ≥ 0
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である．この問題に制約条件 x ≥ 0 と z ≥ 0 に対する対数障壁関数 −
∑n

i=1(log xi +

log zi)を導入し，パラメータ µ > 0を使って目的関数に加えると

最小化 cT x − bT y − µ
∑n

i=1(log xi + log zi)
制約条件 Ax = b

AT y + z = c

(15)

が得られる．この問題は，x > 0と z > 0に対して定義されている．

問題 (15)の目的関数が凸関数なので，(x, y, z)がこの問題の最適解である必要十分条

件は
c − µX−1e + AT v = 0
−b + Au = 0
−µZ−1e + u = 0
Ax = b

AT y + z = c

(16)

となる．したがって，
Ax = b

AT y + z = c
Xz = µe

の解 (x, y,z)を求め，u = x，v = −y とすれば，(16)の解が得られる．上の条件式は

式 (10)と一致しているので，その解は，解析的中心 (x(µ), y(µ), z(µ))である．

3 中心パスと最適解集合

ここでは，線形計画問題の中心パスの一端が最適解集合の解析的中心に収束することを

示す．はじめに，最適解集合の解析的中心について説明し，その後に中心パスの収束を示

す．また，最適解集合を理解する上で大切な強相補解の存在が，中心パスを使って簡単に

証明できることも示す．

この節では，系 3.7を除いて，仮定 1.3，1.4，1.5が成り立っているものとする．

3.1 最適解集合の解析的中心

線形計画問題の最適解の集合も凸多面体である．この多面体の解析的中心について調べ

る．線形計画問題には，強相補性条件を満たす解が存在するので，主問題のある最適解

x∗ と双対問題のある最適解 (y∗, z∗)が強相補性条件を満たす．この強相補解に対して

IP = {i|x∗
i > 0}

ID = {i|z∗i > 0}
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とすれば，IP ∩ ID = ∅かつ IP ∪ ID = {1, 2, · · · , n}となる．また，主問題の任意の実行
可能解 xが xi = 0 (i ∈ ID)ならば z∗ と相補性条件を満たすので最適解であり，そうで

なければ z∗ と相補性条件をみたさないので最適解ではない．したがって，次の補題が得

られる．

補題 3.1 線形計画問題の強相補解に対して，集合 IP と ID を上記のように定義すれば，

主問題 (2)の最適解の集合は

UP = {x|Ax = b, xi ≥ 0 (i ∈ IP ), xi = 0 (i ∈ ID)}

となる．同様に，双対問題 (3)の最適解の集合は

UD = {z|AT y + z = c, zi ≥ 0 (i ∈ ID), zi = 0 (i ∈ IP )}

となる．このようにして定義した UP の解析的内点と UD の解析的内点は，強相補解であ

り，その逆も成り立つ．

主問題の最適解の集合 UP 上で，関数 −
∑

i∈IP
log xi を最小化する点が UP の解析的中

心であり，同様に，双対問題の最適解の集合 UD 上で，関数 −
∑

i∈ID
log zi を最小化する

点が UP の解析的中心である．

演習問題 3.2 補題 3.1を証明せよ．

3.2 中心パスの最適解への収束

この節では，中心パスの性質を調べ，µ → 0のときに，主問題の中心パス上の点 x(µ)

が主問題の最適解集合 UP の解析的中心に収束し，双対問題の中心パス上の点 z(µ)が双

対問題の最適解の集合 UD の解析的中心に収束することを示す．

任意の µ > 0 に対して，標準形の線形計画問題とその双対問題の解析的中心の組

(x(µ),y(µ), z(µ))は，
Ax(µ) = b

AT y(µ) + z(µ) = c
X(µ)z(µ) = µe

(17)

を満たす．この解析的中心の集合が中心パスである． 次の補題では，µ に上界を付けれ

ば，その部分の中心パスが有界であることを示す．
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補題 3.3 任意の正の実数列 {µj} について，上界 µ0 が存在するならば，点列

{(x(µj), z(µj))} は有界である．(行列 A のランクが m であり，各 z(µj) に対して，

y(µj)が唯一つに決まるので，{y(µj)}も有界である．)

証明 式 (17)より，

(x(µ0) − x(µj))T (z(µ0) − z(µj)) = −(x(µ0) − x(µj))T AT (y(µ0) − y(µj)) = 0

となる．左辺を展開すると

x(µ0)T z(µj) + x(µj)T z(µ0) = x(µ0)T z(µ0) + x(µj)T z(µj) = n(µ0 + µj) ≤ 2nµ0

が得られる．左辺を要素に展開し，xi(µ0)zi(µ0) = µ0 (i = 1, 2, · · ·)を使い，両辺を µ0

で割ると
n∑

i=1

(
zi(µj)
zi(µ0)

+
xi(µj)
xi(µ0)

)
≤ 2n

が得られる．これより，左辺の各分子に上界が存在するので，点列 {(x(µj), z(µj))}は有
界である．

補足説明 3.4 1.5節で定義した FPD(σPD)が有界であることからも，上の補題の結果が

得られる．

定理 3.5 0に収束する任意の正の実数列 {µj}に対して，点列 {(x(µj)}は主問題の最適
解集合 UP の解析的中心 x∗ に収束し，点列 {z(µj))}は双対問題の最適解集合 UD の解

析的中心 z∗ に収束する．

証明 補題 3.3の証明と同様にして

x(µj)T z∗ + (x∗)T z(µj) = (x∗)T z∗ + x(µj)T z(µj) = nµj

が成立する．左辺を展開し，x(µj)z(µj) = µj (j = 1, 2, · · · , n)を使うと

n∑
i=1

(
z∗i

zi(µj)
+

x∗
i

xi(µj)

)
= n

が得られる．z∗i = 0 (i ∈ IP )かつ x∗
i = 0 (i ∈ ID)であるので，上の等式は∑

i∈ID

z∗i
zi(µj)

+
∑
i∈IP

x∗
i

xi(µj)
= n (18)
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となる．左辺の各項が n以下なので，

zi(µj) ≥ z∗i /n > 0, i ∈ ID

xi(µj) ≥ x∗
i /n > 0, i ∈ IP

となる．xi(µj)zi(µj) = µj → 0であるから，上の不等式より

xi(µj) → 0, i ∈ ID

zi(µj) → 0, i ∈ IP

が得られる．これは，点列 {x(µj)}の任意の集積点 x′ が主問題の最適解集合 UP 上にあ

り，点列 {z(µj)}の任意の集積点 z′ が双対問題の最適解集合 UD 上にあることを意味す

る．補題 3.3 より，それらの点列が有界であるので，実際にそのような集積点 x′ ∈ UP

と z′ ∈ UD が存在する．ここで，不等式 (18)の左辺に相加相乗平均の不等式を使うと，

|IP | + |ID| = nより ∏
i∈ID

z∗i
zi(µj)

∏
i∈IP

x∗
i

xi(µj)
≤ 1

あるいは ∏
i∈ID

z∗i
∏

i∈IP

x∗
i ≤

∏
i∈ID

zi(µj)
∏

i∈IP

xi(µj) (19)

が成り立つ．これが，任意の µj に対して成り立つので，集積点 x′ と z′ でも成り立ち∏
i∈ID

z∗i
∏

i∈IP

x∗
i ≤

∏
i∈ID

z′i
∏

i∈IP

x′
i (20)

が得られる．一方，x∗ が最適解集合 UP の解析的中心であるから，x′ ∈ UP に対して∏
i∈IP

x∗
i ≥

∏
i∈IP

x′
i

が成り立ち，z∗ が最適解集合 UD の解析的中心であるから，z′ ∈ UP に対して∏
i∈ID

z∗i ≥
∏

i∈ID

z′i

が成り立つ．ここで，不等式 (20)が成り立っているので，上の二つの不等式は等号で成

立しなけらばならない．したがって，x′ は UP の解析的中心であり，z′ も UD の解析的

中心である．多面体の解析的中心はただ一つであるので，x′ = x∗ かつ z′ = z∗ である．

このことから，点列 {x(µj)}の任意の集積点が x∗ であるので，その点列全体が１点 x∗

に収束する．同様に，点列 {z(µj)}が１点 z∗ に収束する．
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3.3 強相補解の存在について

ここまで，理解を容易にするため，線形計画問題に強相補解が存在することを使って説

明してきたが，実は，定理 3.5の証明と同じような議論で，強相補解が存在することを証

明できる．

定理 3.6 線形計画問題の主問題と双対問題に内点が存在するならば，強相補解が存在

する．

証明 0に収束する任意の正の実数列 {µj}に対して，補題 3.3より，点列 {(x(µj), z(µj))}
が有界であるので，部分列が存在し，ある点 (x′, z′)に収束する．明らかに，x′ は主問題

の実行可能解であり，ある y′ に対して (y′, z′) は双対問題の実行可能解である．このと

き，定理 3.5のはじめの部分と同じ議論により

n∑
i=1

(
z′i

zi(µj)
+

x′
i

xi(µj)

)
= n +

x′T z′

µj

が得られる．ここで，

I ′P = {i|x′
i > 0}

I ′D = {i|z′i > 0}

とすれば， ∑
i∈I′

D

z′i
zi(µj)

+
∑
i∈I′

P

x′
i

xi(µj)
= n +

x′T z′

µj

となる．ここで，部分列において zi(µj) → z′i，xi(µj) → x′
i，µj → 0であるから，左辺

は |I ′P | + |I ′D|に収束し，有界であるので，右辺にある分子 x′T z′ が 0でなければならな

い．したがって，x′ と z′ は相補解であり，上の等式より

|I ′P | + |I ′D| = n

が得られる．これより，x′ と z′ は強相補解である．

上の定理では，内点が存在することを仮定したが，最適解をもつという条件に変更でき

る．なぜなら，最適解をもつとき，内点をもつ等価な人工問題を作ることができ，その人

工問題に強相補解が存在することから，もとの問題にも強相補解が存在することを示すこ

とができるからである．
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系 3.7 線形計画問題の主問題 (と双対問題)に最適解が存在するならば，強相補解が存在

する．

3.4 点列の強相補解への収束

前節では，中心パス上の点列が最適解に近づくならば，強相補解に収束することを示し

た．ここでは，中心パスの近傍を定義し，その近傍上の点列が最適解集合に近づくとき，

任意の集積点が強相補解となることを示す．中心パス

P = {(x, y, z)|Ax = b, AT y + z = c, Xz = µe, µ > 0,x > 0, z > 0}

の近傍を β ∈ (0, 1)に対して

N(β) = {(x, y,z)|Ax = b,AT y + z = c, Xz ≥ (1− β)µe, µ = xT z/n, x > 0,z > 0}

と定義する．この集合 N(β)は，β → 1のとき，主双対線形計画問題 (7)の実効可能内点

の集合と一致する，言い換えれば，主双対線形計画問題の任意の内点 (x,y, z)に対して，

ある β ∈ (0, 1)が存在し，(x, y, z) ∈ N(β)となる．したがって，主双対問題を解くほと

んどの内点法は，この集合上に点列を生成する．そのようなアルゴリズムで生成された点

列の集積点が，強相補解となることを示す．

定理 3.8 β ∈ (0, 1) とする．近傍 N(β) 上の任意の点列を {(xk, yk, zk)} とするとき，
(xk)T zk → 0ならば，その任意の集積点 (x′, y′, z′)は主問題 (2)と双対問題 (3)の強相

補解である．

証明 (xk)T zk → 0となる近傍 N(β)上の任意の点列を {(xk, yk,zk)}とし，その任意の
集積点を (x′, y′, z′)とする．仮定より，x′T z′ = 0であり，x′ は主問題の最適解，(y′, z′)

は双対問題の最適解となる．また，点列 {(xk, yk, zk)}の部分列が存在し，点 (x′, y′, z′)

に収束する．ここで，µk = (xk)T zk/nとし，vk = 1
µk

Xkzk とすれば，vk は有界閉集合

S = {v|eT v = n, v ≥ 0}上の点である．したがって，上記の部分列の部分列が存在し，
部分列 {vk}がある集積点 v′ ∈ S に収束する．議論を簡単にするため，収束する部分列

の部分列を新しい点列とみることにより，点列 {(xk,yk,zk)} 全体が点 (x′, y′, z′) に収

束し，その時の点列 {vk}が点 v′ に収束する仮定しても一般性を失わない．

各 (xk, yk, zk)が N(β)上の点であるから

vk
i =

xk
i zk

i

µk
≥ (1 − β) (i = 1, 2, · · · , n) (21)
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となる．定理 3.5と同じ議論により

z′T xk + x′T zk = (xk)T zk + x′T z′ = nµk

が成立する．ここで，

I ′P = {i|x′
i > 0}

I ′D = {i|z′i > 0}

とすれば， ∑
i∈I′

D

z′ix
k
i +

∑
i∈I′

P

x′
iz

k
i = nµk

あるいは ∑
i∈I′

D

z′i
zk
i

vk
i +

∑
i∈I′

P

x′
i

xk
i

vk
i = n

となる．ここで，k → ∞のとき zk
i → z′i，xk

i → x′
i，vk

i → v′i であるので∑
i∈I′

D

v′
i +

∑
i∈I′

P

v′i = n

となる．ここで，I ′D ∩ I ′P = ∅ かつ eT v′ = n であるから，上の等式と条件 (21) より

I ′D ∪ I ′P = {1, 2, · · · , n}でなければならない．したがって，(x′, y′, z′)は，強相補解であ

る．

4 付録 (本文中で引用されている結果)

ここでは，本文中で引用されている，非線形計画問題の最適条件と陰関数定理について

説明する．

4.1 非線形計画問題の最適条件

非線形計画問題の最適条件に関する結果を示す．m1 個の等式制約および m2 個の不等

式制約を持った非線形計画問題を

最小化 f(x)
制約条件 hj(x) = 0, j = 1, 2, · · · ,m1

gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, · · · ,m2

(22)
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とする．ここで，すべての関数 f，hj (j = 1, 2, · · · ,m1)，gj (j = 1, 2, · · · , m2)が 2階

連続微分可能であるとする．ラグランジュ乗数のベクトル u = (u1, u2, · · · , um1)
T と

v = (v1, v2, · · · , vm2)
T を使い，ラグランジュ関数を

L(x, u, v) = f(x) +
m1∑
j=1

ujhj(x) +
m2∑
j=1

vjgj(x).

と定義する．

定理 4.1 x∗ が非線形計画問題 (22)の最適解であり，等号が成り立っている有効制約の

勾配ベクトル ∇hj (j = 1, 2, · · · ,m1)，∇gj (j ∈ {j|gj(x∗) = 0})が一次独立ならば，あ
る u∗ = (u∗

1, u
∗
2, · · · , u∗

m1
)T と v∗ = (v∗

1 , v∗2 , · · · .v∗m2
)T が存在し

∇xL(x∗, u∗, v∗) = ∇f(x∗) +
∑m1

j=1 u∗
j∇hj(x∗) +

∑m2
j=1 v∗

j∇gj(x∗) = 0
hj(x∗) = 0, j = 1, 2, · · · ,m1

gj(x∗) ≤ 0, u∗
j ≥ 0, u∗

jgj(x∗) = 0, j = 1, · · · ,m2

が成立する．問題 (22)が凸計画問題の場合 (関数 f，gj (j = 1, 2, · · · ,m2)が凸関数で，

hj (j = 1, 2, · · · ,m1)が線形関数の場合)には，逆に，上記の条件が成り立てば，x∗ は非

線形計画問題 (22)の最適解である．

上の定理の条件は，カルーシュ・キューン・タッカー条件 (Karush-Kuhn-Tucker condi-

tion，KKT条件)またはキューン・タッカー条件 (KT条件)と呼ばれる．

4.2 陰関数定理

陰関数定理の結果を定理 2.1の証明で使った形で示す．m次の変数ベクトル xと k 次

のパラメータのベクトル y をもった，m個の方程式系

hi(x, y) = 0 (i = 1, 2, · · · ,m) (23)

があるとする．パラメータベクトルを y に固定したときの方程式系の解を xとするとき，

ある関数 φi (i = 1, 2, · · · ,m)が存在して，

xi = φi(y)

とあらわせるとき，この関数 φi (i = 1, 2, · · · ,m)を陰関数という．
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定理 4.2 各 hi (i = 1, 2, · · · ,m)が p階連続微分可能であるとする．方程式系 (23)の解

(x0, y0)において，m × mのヤコビ行列

J =


∂h1(x0,y0)

∂x1

∂h1(x0,y0)
∂x2

· · · ∂h1(x0,y0)
∂xm

...
...

...
∂hm(x0,y0)

∂x1

∂hm(x0,y0)
∂x2

· · · ∂hm(x0,y0)
∂xm


が正則であるとする．このとき，y0 の近傍 N と p 階連続微分可能な関数 φi (i =

1, 2, · · · ,m)が存在し，x0
i = φi(y0)であり，近傍に含まれる y ∈ N に対して，

hi(φ1(y), φ2(y), · · · , φm(y),y) = 0, i = 1, 2, · · · ,m

となる．

例 4.3 関数 h(x, y) = x2 + y2 − 1に対して，方程式 h(x, y) = 0の解を考える．(x, y) =

(0, 1)において，
∂h(x, y)

∂x
= 2x = 0

となるので，この点の近傍では，x = φ(y) が解となるような関数 φ が存在しない．

x ∈ (0, 1]である解 (x, y)の近傍では，そのような関数 φ(y) =
√

1 − y2 が存在する．
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