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概要

線形計画問題を内点法のアルゴリズムにより解くときに，反復回数を評価するた

めに必要となる，問題の大きさ L，最適解を得るための内点の条件，初期内点を持つ

同値な人工問題を作るときのパラメータの大きさなどを解説する．
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1 線形計画問題の大きさ Lと内点法の反復回数

ここでは，線形計画問題を内点法のアルゴリズムで解くときに必要な計算量を評価す

る．そのためには，アルリズムの反復回数と 1 反復あたりの計算量を評価する必要があ

る．内点法の場合には，1反復あたりの計算量がアルゴリズムによらずほぼ同じなので，

ここではおもに反復回数に焦点をあてる．

アルゴリズムの反復回数が線形計画問題の大きさ L に依存するので，その大きさの定

義と意味をはじめに説明する．次に，線形計画問題の最適解を求めるために，どのような

内点が必要であるか説明する．また，アルゴリズムを適用できるように，初期の実行可能

内点を持つ人工問題を作成し，そのとき元の問題との同値性を保つために必要なパラメー

タの大きさを議論する．以上の説明の後，目的関数値の減少率とアルゴリズムの反復回数

について解説する．
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1.1 線形計画問題の大きさ

n個の変数とm個の等式制約をもつ標準形の線形計画問題は

最小化 cT x
制約条件 Ax = b

x ≥ 0
(1)

と表される．これを主問題とするとき，その双対問題は

最大化 bT y

制約条件 AT y + z = c
z ≥ 0

(2)

となる．行列Aとベクトル b，cについて，次の仮定を置く．

仮定 1.1 行列Aとベクトル b，cのすべての成分は整数である．

このとき，線形計画問題 (1)の大きさを

L = b
m∑

i=1

n∑
j=1

log2(|aij | + 1) +
m∑

i=1

log2(|bi| + 1) +
n∑

j=1

log2(|cj | + 1) + log2(mn)c + 1

と定義する．ここで，bacは，aを超えない最大の整数を表す．整数 aに対して，log(|a|+1)

は，aを 2進数で表現するのに必要なビット数のようなものであるから，上記の Lは，線

形計画問題のすべてのデータを計算機に表現するのに最低限必要なビット数といえる．

行列Aあるいは行列Aとベクトル bを合わせた大きさを

L(A) = b
m∑

i=1

n∑
j=1

log2(|aij | + 1)c + 1

L(A, b) = b
m∑

i=1

n∑
j=1

log2(|aij | + 1) +
m∑

i=1

log2(|bi| + 1)c + 1

とする．行列Aの基底行列あるいは正則なm×m部分行列をAB とするとき，方程式系

ABxB = b

の解 x∗
B の第 i (i = 1, 2, · · · ,m)要素 x∗

i は，Cramerの公式より

x∗
i =

行列AB の第 i列を bに置き換えた行列の行列式
det AB
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と表すことができる．ここで，detC は，行列 C の行列式を表す．Hadamardの不等式

により，行列 C の行列式の絶対値は，その行列の各列ベクトルのノルムの積以下である

ので，

|detAB | ≤
m∏

i=1

‖ai‖

が成り立つ．ここで，ベクトル ai は，行列 AB の第 i 列を表している．ベクトル

a = (a1, a2, · · · , am)T に対して

‖a‖ =

√√√√ m∑
j=1

a2
j ≤

m∑
j=1

|aj | ≤
m∏

j=1

(|aj | + 1)

となるので

|det AB | ≤
m∏

i=1

m∏
j=1

(|aij | + 1) ≤ 2L(A)

が成立する．同様に x∗
i の分子についても，2L(A,b) が上界となる．したがって，次の補

題が得られる．

補題 1.2 線形計画問題 (1)の任意の基底解は，共通の分母 dが 2L(A) 以下，各要素の分

子 x′
i が 2L(A,b) 以下である整数を使って，x∗ = 1

d (x′
1, x

′
2, · · · , x′

m)と表すことができる．

これより，基底解の大きさ (l1 ノルム)は，m2L(A,b) 以下，あるいは 2L/n以下である．

また，これから次の系も得ることができる．

系 1.3 線形計画問題 (1)の任意の基底解での目的関数値は，分母の値が 2L(A) 以下，分

子の値が 2L/mn以下の分数で表すことができる．

証明 補題 1.2 より，基底解を分数で x∗ = 1
d (x′

1, x
′
2, · · · , x′

m) と表し，d が 2L(A) 以下，

各要素の分子 x′
i が 2L(A,b) 以下の整数とすることができる．このとき，目的関数値は

cT x∗ ≤ (
m∑

j=1

|cj |)max
j

|x′
j/d| ≤ 1

d

m∏
j=1

(|cj | + 1)2L(A,b)

と評価できる．Lおよび L(A, b)の定義より，この分子の大きさは 2L/mn以下である．

また，次の系もすぐに得られる．
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系 1.4 線形計画問題 (1) の二つの基底解での目的関数値が異なるならば，その差は，

2−2L(A) 以上である．

双対問題 (2)についても同様な結果を得ることができる．例えば，補題 1.2に対応して，

次の結果が得られる．

補題 1.5 双対問題 (2) の任意の基底解は，共通の分母が 2L(A) 以下，各要素の分子が

2L(A,c) 以下の分数で表すことができる．ここで，

L(A, c) = b
m∑

i=1

n∑
j=1

log2(|aij | + 1) +
n∑

j=1

log2(|cj | + 1)c + 1

である．

例 1.6 線形計画問題の例を

最小化 x1 − 3x2 + 3x3

制約条件 3x1 − x2 + x4 = 7
−x1 + x2 + 3x3 = 3
x ≥ 0

とする．この問題の大きさは

L = b(log2 4 + log2 2 + log2 2 + log2 2 + log2 2 + log2 4)
+ (log2 8 + log2 4) + (log2 2 + log2 4 + log2 4) + log2 8c + 1

より，L = 22となる．

演習問題 1.7 系 1.4を証明せよ．

演習問題 1.8 補題 1.5を証明せよ．

1.2 線形計画問題の最適解と近似内点

標準形の線形計画問題 (1)は，最適解をもつならば，最適基底解を持つ．また，最適解

の次に小さい目的関数値を持つ基底解よりも，目的関数値が小さな実行可能解を得ること

ができれば，そこから O(n3)の簡単な四則演算で最適解を計算することができる．(目的

関数を増加させないように，実行可能解から最適解に移動すればよい．水野 [2]あるいは

下の補足説明を参照せよ．) したがって，次の系が得られる．
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定理 1.9 線形計画問題 (1)の最適解と目的関数値の差が 2−2L(A) より小さい実行可能解

を得れば，そこから O(n3)の四則演算で最適解を得ることができる．

補足説明 1.10 記号 O の使い方を説明する．nに関する 2つの関数 f(n)と g(n)に対し

て，nに関係なく定まる数 c > 0が存在し，nが十分大きいときに，f(n) ≤ cg(n)が成立

するならば，f(n) = O(g(n))と記す．例えば，10n2 + 1000n − 100 = O(n2)である．

補足説明 1.11 最適解の次に小さい目的関数値を持つ基底解より目的関数値が小さな実

行可能解から，目的関数値を増加させないように移動して，最適解を一つ求めるには，例

えば，次のようにする．

そのような実行可能解を x0 として，k = 0とする．集合 I(xk) = {i|xk
i = 0}として，

行列Aに単位行ベクトル eT
i (i ∈ I(xk))を加えた (m + |I(xk)|)× n行列をAk とする．

ベクトル cを部分空間 {x|Akx = 0}に射影したベクトル

P (Ak)c = (E − AT
k (AkAT

k )−1Ak)c

を計算する．これが 0ベクトルならば，xk を含む実行可能領域 (多面体)の面上で目的関

数値が等しく，その面には基底解を含むので，xk は最適解である．0ベクトルでないな

らば，xk から −P (Ak)cの方向へ動くことができ，そのとき目的関数値が減少し，xk の

ゼロ要素はゼロのままである．したがって，

xk − αP (Ak)c ≥ 0

をみたす最大のステップサイズ α̂ > 0を求め (最適解の集合が有界ならば，αが無限とな

ることはない)，xk+1 = xk − α̂P (Ak)cとすれば，xk+1 のゼロ要素の数は xk より増加

する．kを 1増加し，上の操作を繰り返す．このとき，xk のゼロ要素が毎回増加する (実

行可能領域を表す多面体の次元の低い面に移動する)ので，高々 n−m回の反復で最適基

底解に到達するか，途中で P (Ak)c = 0となり最適解が得られる．

上記の反復で，最も計算量を必要とするのは，P (Ak)cあるいは (AkAT
k )−1 の計算で

ある．これには k = 0のときに O(n3)の計算量を必要とするが，単位ベクトルを一つ加

えた行列に対して同様の計算をするときに増加する計算量は，Sherman-Morrisonの公式

を使えば，O(n2)である．単位ベクトルの付加は，高々 n − m回であるので，総計算量

が高々 O(n3)となる．
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1.3 人工問題とパラメータの大きさ

線形計画問題 (1)に対して，次の人工問題

最小化 cT x + ρxn+1

制約条件 Ax + (b − Ax0)xn+1 = b

(AT y0 + z0 − c)T x + xn+2 = σ
x ≥ 0, xn+1 ≥ 0, xn+2 ≥ 0

(3)

を考える．ここで，x0 > 0，y0，z0 > 0，ρ，σ は，次の条件

σ ≥ (AT y0 + z0 − c)T x0 + 1

ρ ≥ (b − Ax0)T y0 + 1

をみたす整数の定数である．人工問題 (3)の双対問題は

最大化 bT y + σym+1

制約条件 AT y + (AT y0 + z0 − c)ym+1 + z = c
(b − Ax0)T y + zn+1 = ρ
ym+1 + zn+2 = 0
z ≥ 0, zn+1 ≥ 0, zn+2 ≥ 0

(4)

となる．したがって，

x′ =

 x0

1
σ − (AT y0 + z0 − c)T x0

 , y′ =
(

y0

−1

)
, z′ =

 z0

ρ − (b − Ax0)T y0

1


とすれば，x′ が主問題の実行可能内点，(y′,z′)が双対問題の実行可能内点となる．した

がって，人工問題とその双対問題が実行可能なので，それぞれ最適解を持つ．このとき，

次の結果が成り立つ．

定理 1.12 人工問題 (3)の最適解を x′∗ = (x∗, x∗
n+1, x

∗
n+2)とし，その双対問題 (4)の最

適解を y′∗ = (y∗, y∗
m+1)，z′∗ = (z∗, z∗n+1, z

∗
n+2)とする．

1. x∗
n+1 = 0かつ z∗n+2 = 0ならば，x∗ が主問題 (1)の最適解であり，(y∗, z∗)が双

対問題 (2)の最適解である．

2. 不等式 σ > (AT y0 + z0 − c)T x̂ を満たす主問題 (1) の最適解 x̂ が存在し，不等

式 ρ > (b − Ax0)T ŷ を満たす双対問題 (2) の最適解 (ŷ, ẑ) が存在するならば，

x∗
n+1 = 0かつ z∗n+2 = 0である．
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証明 x∗
n+1 = 0かつ z∗n+2 = 0であると仮定する．x′∗ が人工問題 (3)の実行可能解で，か

つ x∗
n+1 = 0であるので，x∗ は主問題 (1)の実行可能解である．同様に，(y∗, z∗)は双対

問題 (2)の実行可能解である．また，それぞれ最適解であるので，相補性条件

x∗
i z

∗
i = 0, i = 1, 2, · · · , n, n + 1, n + 2

が成立する．実行可能解が相補性条件を満たすので，x∗ は主問題 (1) の最適解であり，

(y∗, z∗)は双対問題 (2)の最適解である．

つぎに，不等式 σ > (AT y0 + z0 − c)T x̂を満たす主問題 (1)の最適解 x̂が存在し，不

等式 ρ > (b − Ax0)T ŷ を満たす双対問題 (2)の最適解 (ŷ, ẑ)が存在すると仮定する．こ

のとき，

x̂n+1 = 0, x̂n+2 = σ − (AT y0 + z0 − c)T x̂

ŷm+1 = 0, ẑn+1 = ρ − (b − Ax0)T ŷ, ẑn+2 = 0

とすれば，実行可能であり，相補性条件を満たすので，x̂′ = (x̂, x̂n+1, x̂n+2)が人工問題

(3)の最適解，ŷ′ = (ŷ, ŷm+1)，ẑ′ = (ẑ, ẑn+1, ẑn+2)がその双対問題 (4)の最適解である．

ここで，x̂n+2 > 0であるから，相補性条件より z∗n+2 = 0となる．同様に，ẑn+1 > 0で

あるから，x∗
n+1 = 0となる．

初期点として，x0 = e，y0 = 0，z0 = eと σ = 22L，ρ = 22L を使用するとき．明らか

に，初期解 x′と (y′, z′)は，それぞれの問題の実行可能内点である．このとき，主問題 (1)

に最適界が存在する (双対定理より，双対問題にも最適解が存在する)ならば，最適基底解

が存在し，補題 1.2より，その基底解の大きさが 2L 以下なので，定理の後半の主張の条件

を明らかに満たす．したがって，人工問題 (3)を解いて，最適解 x′∗ = (x∗, x∗
n+1, x

∗
n+2)

を求めれば，x∗
n+1 = 0 となり，x∗ が主問題の最適解となる．もし，x∗

n+1 > 0 ならば，

主問題 (1)に最適界が存在しないことが判明する．したがって，人工問題を解くことによ

り，元の問題を解くことが可能である．同様に，人工問題の双対問題を解くことにより，

元の双対問題を解くことが可能である．

また，初期点として，x0 = 22Le，y0 = 0，z0 = 22Leと σ = 24L+(AT y0+z0−c)T x0，

ρ = 24L を使用するとする．明らかに，初期解 x′ と (y′, z′)は，それぞれの問題の実行可

能内点であり，
x′

iz
′
i = 24L, i = 1, 2, · · · , n, n + 1, n + 2

をみたす．この初期点は，µ = 24L のときの人工問題とその双対問題の解析的中心となっ

ている．上記の場合と同様に，この場合にも，人工問題を解くことにより，元の問題を解

くことが可能である．
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1.4 目的関数の減少率と反復回数の関係

ここでは，標準形の線形計画問題 (1)の初期の実行可能内点 x0 が既知であると仮定す

る．(必要ならば，前節の人工問題を考えればよい．) さらに，問題の大きさが Lであり，

問題に最適解が存在し，最適値が w∗ であり，cT x0 −w∗ ≤ 2O(L) であるとする．このと

き，定理 1.9より，cT x̂ − w∗ ≤ 2−2L を満たす実行可能な内点 x̂を求めれば，最適解を

求めることができる．

いま，あるアルゴリズムにより，初期点 x0 から，問題 (1)の実行可能内点の列 {xk}を
生成したとする．このとき，次の補題が成立する．

補題 1.13 線形計画問題 (1)の実行可能内点の列 {xk}において，cT x0 −w∗ ≤ 2O(L) で

あり，ある定数 δ ∈ (0, 1]が存在し，任意の k = 0, 1, 2, · · ·に対して

cT xk+1 − w∗ ≤
(

1 − δ

n

)
(cT xk − w∗)

が成立するならば，k = O(nL)のときに

cT xk − w∗ ≤ 2−2L (5)

となる．より一般に，nの関数 f(n)に対して，

cT xk+1 − w∗ ≤
(

1 − δ

f(n)

)
(cT xk − w∗)

が成立するならば，k = O(f(n)L)のときに (5)が成立する．

証明 対数関数の性質より，

log
(

1 − δ

n

)
≤ − δ

n

が成立する．したがって，

cT xk − w∗ ≤
(

1 − δ

n

)k

(cT x0 − w∗) ≤ exp
(
−kδ

n

)
2O(L)

となる．これより，k = O(nL)のときに (5)が成立する．後半も同様に証明できる．

これは，内点法により点列を生成するとき，最適解がすぐに計算できる実行可能な内点

を求めるまでに必要となる反復回数を評価するための基本的な結果である．例えば，目的

関数値と最適値との差を毎回 1 − 1
10n の割合で減少できれば，必要な反復回数が O(nL)

となる．
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これと同じような結果が，双対問題の内点を生成する場合，あるいは主問題と双対問題

の内点を同時に生成する場合にも得られる．
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