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概要

標準形の線形計画問題 (主問題) を解くための主ポテンシャル減少法を解説する．

アルゴリズムの計算手順を述べるだけでなく，反復回数が，主ポテンシャル関数を

使って評価すると O(nL) となることを示し，その後に主双対ポテンシャル関数を

使って評価することにより，O(
√

nL)となることを示す．
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1 主ポテンシャル減少法

n個の変数を持ち，m個の等式制約を持つ標準形の線形計画問題を

最小化 cT x
制約条件 Ax = b

x ≥ 0
(1)

とする．上の問題を主問題とすれば，その双対問題は

最大化 bT y

制約条件 AT y + z = c
z ≥ 0

(2)

となる．

点 x ∈ Rn は，x > 0を満たすならば，内点と呼ばれ，さらにAx = bを満たすならば

主問題 (1)の実行可能内点と呼ばれ，満たさないならば実行不能内点と呼ばれる．同様に，
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点 (y,z) ∈ Rm ×Rn は，z > 0を満たすならば，内点と呼ばれ，さらに AT y + z = c

を満たすならば双対問題 (2)の実行可能内点と呼ばれる．

線形計画問題 (1)に次の基本的な仮定をおく．

仮定 1.1 行列Aのランクがmである．

主ポテンシャル減少法では，開始するための初期の内点が必要なので，次の仮定も置く．

仮定 1.2 主問題の初期の実行可能内点 x0 が既知である．

1.1 アルゴリズム

ポテンシャル関数は，Karmarkar [1]により導入された．Karmarkarは，射影変換と組

み合わせるアルゴリズムを提案したが，ここでは射影変換を使わないポテンシャル減少法

を解説する．

主問題の最適値 ω∗ の下界値 ω が既知であると仮定する．この下界値と定数 ν > n を

使い主問題のポテンシャル関数

fP
ν (x, ω) = (n + ν) log(cT x − ω) −

n∑
i=1

log xi (3)

を定義する．ポテンシャル減少法は，下界値 ω を更新するステップとポテンシャル関数

値を減少させるように点 xを更新するステップから成る．

アルゴリズム 1.3 主問題のポテンシャル減少法は，次のステップからなる．

ステップ 0 初期実行可能内点を x0 とし，k = 0とする．最適値の下界値 ω ≤ ω∗ を定

める．

ステップ 1 A∆x = 0 を満たす探索方向 ∆x を求める．ポテンシャル関数 fP
ν (xk +

α∆x, ω) をなるべく減少させるステップサイズ α を求め，xk+1 = xk + α∆x と

する．

ステップ 2 可能ならば最適値の下界値 ω ≤ ω∗ を更新する．k を一つ増加して，ステッ

プ 1へ行く．

ステップ 1では，変数 αに関して一次元探索を使うことにより，ポテンシャル関数の最小

値を求めることもできる．探索方向∆xを求めるには，ポテンシャル関数がなるべく減少
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するように問題
最小化 fP

ν (xk + ∆x, ω)
制約条件 A∆x = 0

xk + ∆x ≥ 0

を考える．これは非線形計画問題であるので簡単に解けない．そこで，目的関数を一次

関数
fP

ν (xk, ω) + ∇fP
ν (xk, ω)T ∆x

で近似し，その定数項 fP
ν (xk, ω)を除き，アフィンスケーリング法の場合と同様に不等式

制約をその十分条件である ‖X−1
k ∆x‖ ≤ 1に変更した問題

最小化 ∇fP
ν (xk, ω)T ∆x

制約条件 A∆x = 0
‖X−1

k ∆x‖ ≤ 1
(4)

を考える．ここで

∇fP
ν (xk, ω) =

n + ν

cT xk − ω
c − X−1

k e (5)

である．∆x̄ = X−1
k ∆x, Ā = AXk とすれば，問題 (4)は

最小化 ∇fP
ν (xk, ω)T Xk∆x̄

制約条件 Ā∆x̄ = 0
‖∆x̄‖ ≤ 1

となる．アフィンスケーリング法の場合と同様に，この問題の最適解は, 目的関数の係数

ベクトルXk∇fP
ν を等式制約を満たす部分空間 {∆x̄|Ā∆x̄ = 0}に射影したベクトルを

d = (E − Ā
T (ĀĀ

T )−1Ā)Xk∇fP
ν (xk, ω)

とすれば

∆x̄ = − d

‖d‖
(6)

となる．そして，問題 (4)の最適解は

∆x = Xk∆x̄ = −Xk(E − Ā
T (ĀĀ

T )−1Ā
T )Xk∇fP

ν (xk, ω)

‖(E − Ā
T (ĀĀ

T )−1Ā
T )Xk∇fP

ν (xk, ω)‖
(7)

となる．これをアルゴリズム 1.3のステップ１での探索方向とする．

ステップ 2での下界値の更新方法を解説する．式 (5)と (6)より

y = cT xk−ω
n+ν (ĀĀ

T )−1ĀXk∇fP
ν (xk, ω)

z = cT xk−ω
n+ν (Xk)−1 (e + d)

(8)
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とすれば

AT y + z = c (9)

が成立する (演習問題)．したがって，z ≥ 0 ならば (y,z) が双対問題の実行可能解とな

り，bT yは最適値 ω∗ の下界値である．この下界値が現在の下界値 ωよりも大きい場合に

値を更新する．

演習問題 1.4 (y, z)を (8)とするとき，式 (9)が成り立つことを示せ．

1.2 O(nL)反復の評価

前節で解説したアルゴリズム 1.3において，探索方向 ∆xを (7)とすれば，各反復でポ

テンシャル関数がある定数以上減少することを示す．そのために，ベクトル dのノルムが

大きいときには，変数 xの更新によりポテンシャル関数値が減少し，そのノルムが小さい

ときには下界値 ω の更新によりポテンシャル関数値が減少することを示す．

ポテンシャル関数の値を評価するために，次の初等的な結果を使う．

補題 1.5 |t| < 1ならば log(1+t) ≤ tである．また，t ∈ (0, 1)，|ti| ≤ t (i = 1, 2, · · · , n)，

t = (t1, t2, · · · , tn)T ならば，

n∑
i=1

log(1 + ti) ≥ eT t − ‖t‖2

2(1 − t)

である．

証明 対数関数の展開式より

log(1 + t) = t − t2

2
+

t3

3
− · · ·

である．したがって，前者は明らかである．後者は

n∑
i=1

log(1 + ti) =
n∑

i=1

(
ti −

t2i
2

+
t3i
3
− · · ·

)

≥
n∑

i=1

ti −
n∑

i=1

(
|ti|2

2
+

|ti|3

2
+ · · ·

)

≥ eT t −
n∑

i=1

t2i
2

(1 + t + · · ·)
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= eT t − ‖t‖2

2(1 − t)

より得られる．

補題 1.6 探索方向 ∆xを (7)とするとき，α < 1ならば，xk + α∆x > 0であり

fP
ν (xk + α∆x, ω) − fP

ν (xk, ω) ≤ −α‖d‖ +
α2

2(1 − α)

が成立する．

証明 ‖∆x̄‖ = 1かつ α < 1より

xk + α∆x = Xk(e + α∆x̄) > 0

となる．このとき

fP
ν (xk + α∆x, ω) − fP

ν (xk, ω)

= (n + ν) log(cT (xk + α∆x) − ω) −
n∑

i=1

log(xk
i + α∆xi)

−(n + ν) log(cT xk − ω) +
n∑

i=1

log xk
i

= (n + ν) log
(

1 + α
cT ∆x

cT xk − ω

)
−

n∑
i=1

log
(

1 + α
∆xi

xk
i

)

= (n + ν) log
(

1 − α
cT Xkd

(cT xk − ω)‖d‖

)
−

n∑
i=1

log
(

1 − α
di

‖d‖

)
≤ −(n + ν)α

cT Xkd

(cT xk − ω)‖d‖
+ α

eT d

‖d‖
+

α2

2(1 − α)

= −α

(
n + ν

cT xk − ω
Xkc − e

)T
d

‖d‖
+

α2

2(1 − α)

が得られる．式 (5)と (Xk∇fP
ν (xk, ω))T d = dT d = ‖d‖2 より

fP
ν (xk + α∆x, ω) − fP

ν (xk, ω)≤ −α‖d‖ +
α2

2(1 − α)

となる．
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補題 1.7 式 (8)で (y, z)を求めるとき，‖d‖ ≤ 1ならば，(y, z)は双対問題の実行可能

解であり

cT xk − bT y =
n + eT d

n + ν
(cT xk − ω)

が成立する．これより

fP
ν (xk, bT y) − fP

ν (xk, ω) ≤ −(ν − eT d) ≤ −(ν −
√

n‖d‖)

が成立する．

証明 ‖d‖ ≤ 1ならば，z の定義 (8)より z ≥ 0であり，式 (9)より (y, z)が双対問題の

実行可能解となる．このとき

cT xk − bT y = (AT y + z)T xk − (Axk)T y

= zT xk

=
cT xk − ω

n + ν
eT (e + d)

=
cT xk − ω

n + ν
(n + eT d)

となるので，前半の式が成立する．また

fP
ν (xk, bT y) − fP

ν (xk, ω) = (n + ν) log
cT xk − bT y

cT xk − ω

= (n + ν) log
n + eT d

n + ν

≤ (n + ν)
(

n + eT d

n + ν
− 1

)
= −(ν − eT d)

となり，eT d ≤ ‖e‖‖d‖ ≤
√

n‖d‖であるから，補題の後半の不等式が成立する．
この補題の前半の結果は，目的関数値と下界値の差がある一定の割合以上で比で減少す

ることを示している．

定理 1.8 アルゴリズム 1.3 において，ν ≥
√

n とし，ステップ 1 の探索方向 ∆x を (7)

で計算し，ステップ 2で式 (8)により計算される (y, z)が z ≥ 0と ω < bT y を満たすと

きに，下界値 ω を bT y に更新するとする．このとき各反復でポテンシャル関数値が少な

くとも 1/8減少する．
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証明 アルゴリズム 1.3では，ステップ 1と 2のどちらでも，ポテンシャル関数値が増加

することはない．したがって，ステップ 1または 2において，ポテンシャル関数値が少な

くとも 1/8 減少することを示せば十分である．ここでは，‖d‖ ≥ 3/4 ならばステップ 1

において，‖d‖ ≤ 3/4ならばステップ 2において，ポテンシャル関数値が少なくとも 1/8

減少することを示す．

まずはじめに，‖d‖ ≥ 3/4であると仮定する．このとき，補題 1.6より，α = 1/2のと

きに

fP
ν (xk + α∆x, ω) − fP

ν (xk, ω) ≤ −α‖d‖ +
α2

2(1 − α)
≤ −1

8

となる．次に，‖d‖ ≤ 3/4であると仮定する．このとき，(y, z)が z ≥ 0を満たし，補題

1.7より，ω < bT y と

fP
ν (xk, bT y) − fP

ν (xk, ω) ≤ −(ν −
√

n‖d‖) ≤ −
√

n

4

が成立するので，少なくとも 1/8減少する．

理論的には，初期解と最適解での各要素の大きさは 2L 程度であるので，こ定理の結果

から，ν ≥
√

nかつ ν = O(n)ならば，アルゴリズム 1.3は O(nL)反復で cT x− ω ≤ 2L

を満たす主問題の近似最適解を求めることができる．

1.3 O(
√

nL)反復の評価

前節では，アルゴリズム 1.3が必要とする反復回数が，ポテンシャル関数 (3)を使って

評価することにより，O(nL)となることを示した．ここでは，主双対ポテンシャル関数を

使って評価することにより，同じアルゴリズムの反復回数が O(
√

nL)となることを示す．

主問題 (1)の実行可能内点 xと双対問題 (2)の実行可能内点 (y, z)に対して，主双対ポ

テンシャル関数

fν(x, z) = (n + ν) log(cT x − bT y) −
∑n

i=1(log xi + log zi) − n log n

= ν log xT z + n log xT z
n −

∑n
i=1 log(xizi)

(10)

を定義する．2番目の等式は，cT x− bT y = xT z を使って，式を変形している．ここで，

相加相乗平均の不等式を使うと，2番目の式の右辺の第 2項が第 3項以上であるので

fν(x, z) ≥ ν log xT z (11)

であり
fν(x,z) ≤ −νL ⇒ xT z ≤ e−L
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が成立する．したがって，ν =
√

nのとき，アルゴリズムの各反復で主双対ポテンシャル

関数値が定数だけ減少すれば，アルゴリズムの反復回数が O(
√

nL) となる．以下では，

このことを示す．

次の補題は，双対変数が変化していないので，補題 1.6と同じように証明できる．

補題 1.9 探索方向 ∆xを (7)とするとき，α < 1ならば

fν(xk + α∆x, zk) − fν(xk, zk) ≤ −α‖d‖ +
α2

2(1 − α)

が成立する．ここで，(yk, zk)は，bT yk = ω となる双対問題の実行可能解である．

補題 1.10 式 (8)で (y,z)を求めるとき，‖d‖ < 1ならば，(y, z)は双対問題の実行可能

解である．このとき，α = ‖d‖とすれば，xk + α∆xは主問題の実行可能解であり，

cT (xk + α∆x) − bT y =
n − ‖d‖2

n + ν
(cT xk − ω)

が成立する．また

fν(xk + α∆x, z) − fν(xk, zk) ≤ − ν2

n + ν
+

‖d‖4

2(1 − ‖d‖2)

が成立する．ここで，(yk, zk)は，bT yk = ω となる双対問題の実行可能解である．

証明 ‖d‖ < 1ならば，z の定義 (8)より z ≥ 0であり，式 (9)より (y, z)が双対問題の

実行可能解となる．さらに，α = ‖d‖ならば，式 (6)と (7)より

xk + α∆x = xk − Xkd = Xk(e − d) > 0

となる．このとき

(Xk + α∆X)z =
cT xk − ω

n + ν
Xk(E − D)(Xk)−1(e + d) =

cT xk − ω

n + ν
(e − Dd) (12)

であり

(xk + α∆x)T z =
cT xk − ω

n + ν
(n − ‖d‖2)

である．また

cT (xk + α∆x) − bT y = (AT y + z)T (xk + α∆x) − (Axk)T y

= zT (xk + α∆x)
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となる．上の 2つの等式より，前半の等式が成立する．

式 (11)より
fν(xk, zk) ≥ ν log(xk)T zk = ν log(cT xk − ω)

であり，さらに，式 (12)を使えば

fν(xk + α∆x,z)

= ν log(xk + α∆x)T z + n log(xk + α∆x)T z −
n∑

i=1

log(xk
i + α∆xi)zi − n log n

= ν log
cT xk − ω

n + ν
(n − ‖d‖2) + n log(n − ‖d‖2) −

n∑
i=1

log(1 − d2
i ) − n log n

= ν log(cT xk − ω) + ν log
(

1 − ν + ‖d‖2

n + ν

)
+ n log

(
1 − ‖d‖2

n

)
−

n∑
i=1

log(1 − d2
i )

≤ fν(xk, zk) − ν
ν + ‖d‖2

n + ν
− ‖d‖2 −

n∑
i=1

(
−d2

i −
d4

i

2(1 − ‖d‖2)

)
≤ fν(xk, zk) − ν2 + ν‖d‖2

n + ν
+

‖d‖4

2(1 − ‖d‖2)

となるので，補題の後半の結果が得られる．

定理 1.11 アルゴリズム 1.3において，ν ≥
√

nとし，ステップ 1の探索方向 ∆xを (7)

で計算し，ステップ 2で式 (8)により求められる (y, z)が z ≥ 0と ω < bT y を満たすと

きに，下界値 ωを bT yに更新する (主双対ポテンシャル関数の評価では zk を z に更新す

る)．このとき各反復で主双対ポテンシャル関数値が少なくとも 1/8減少する．

証明 アルゴリズム 1.3では，ステップ 1と 2のどちらでも，ポテンシャル関数値が増加

することはない．

‖d‖ ≥ 3/4であると仮定する．このとき，補題 1.9より，ステップ 1で α = 1/2のと

きに

fν(xk + α∆x, zk) − fν(xk, zk) ≤ −α‖d‖ +
α2

2(1 − α)
≤ −1

8

が成立する．次に，‖d‖ ≤ 3/4であると仮定する．このとき，ステップ 1での αは一次

元探索で主双対ポテンシャル関数値が最小となるように求めるので，α = ‖d‖のときより
もポテンシャルが減少する．また，ステップ 2では，z ≥ 0と ω < bT y となり，下界値

あるいは双対変数が更新され，補題 1.10より

fν(xk + α∆x, z) − fν(xk, zk) ≤ − ν2

n + ν
+

‖d‖4

2(1 − ‖d‖2)
≤ −1

2
+

81
224
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が成立する．いずれにしても，主双対ポテンシャル関数値は，少なくとも 1/8減少する．
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