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概要

線形相補性問題は，線形の等式条件と相補性条件を満たす非負ベクトルの組を求

める問題である．線形計画問題あるいは凸２次計画問題の最適化条件を表す数理モ

デルと解釈できる．ここでは，線形相補性問題と混合線形相補性問題を解説し，線形

計画問題あるいは凸２次計画問題の最適条件が相補性問題となることを示す．また，

線形相補性問題を解く内点法についても解説する．
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1 線形相補性問題

1.1 線形相補性問題とは

ここでは，線形相補性問題と混合線形相補性問題を解説する．nを自然数とし，n次の

正方行列M とベクトル q ∈ Rn が与えられたとき、次の条件

z = Mx + q
xT z = 0
x ≥ 0, z ≥ 0

(1)

を満たすベクトルの組 (x, z) ∈ Rn ×Rn を求める問題を線形相補性問題 (Linear Com-

plementarity Problem)という．ここで，x = (x1, x2, · · · , xn)T と z = (z1, z2, · · · , zn)T
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が非負ベクトルであるので，条件 xT z = 0は，任意の i ∈ {1, 2, · · · , n}に対して

xi = 0 または zi = 0

あるいは，対角行列X = diag(x)に対して

Xz = 0

が成立することを意味する．これを非負ベクトル xと z の相補性条件という．線形の等

式条件 z = Mx + q と非負条件 x ≥ 0，z ≥ 0を満たす点 (x,z)を問題 (1)の実行可能

解，さらに xT z = 0を満たす点を解という．ここで，次の仮定を置く．

仮定 1.1 正方行列M が半正定値である，すなわち，任意のx ∈ Rnに対して xT Mx ≥ 0

が成立する．

このとき，問題 (1)を単調な線形相補性問題という．

例 1.2 次の問題 (
z1

z2

)
=

(
2 1
1 1

)(
x1

x2

)
+

(
−2
1

)
x1z1 + x2z2 = 0(

x1

x2

)
≥ 0,

(
z1

z2

)
≥ 0

は，n = 2の線形相補性問題の例である．この問題は，行列

M =
(

2 1
1 1

)
が半正定値行列であるので，単調な線形計画問題である．ちなみに，この問題の解は，(

x1

x2

)
=

(
1
0

)
,

(
z1

z2

)
=

(
0
2

)
である．

より一般的な線形相補性問題は，(n + m)× (n + m + n)行列Aとベクトル b ∈ Rn+m

に対して，条件

A

 x
y
z

 = b

xT z = 0
x ≥ 0, z ≥ 0

(2)
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を満たす点 (x, y,z) ∈ Rn ×Rm ×Rn を求める問題である．これを混合線形相補性問題

という．線形相補性問題 (1)は，m = 0かつ

A = (M − I), b = −q (3)

とし，y を削除した混合線形相補性問題となっている．混合線形相補性問題の行列 Aに

対して

A

 ∆x
∆y
∆z

 = 0 ⇒ ∆xT ∆z ≥ 0 (4)

が成立するならば，この問題を単調な線形相補性問題と呼ぶ．行列 Aが式 (3)のように

表されているとき，M が半正定値行列であるならばこの条件が満たされる (演習問題)．

単調な場合には，内点法などにより，線形相補性問題を効率よく（多項式時間で）解くこ

とが可能である．また，線形相補性問題 (1)は，行列M が準正定値 (strictly coposotive)

ならば，Lemke法により解くことが可能である (たとえば，[1, 2]参照)．

より一般に、写像 f : Rn ×Rm ×Rn → Rn+m に対して、条件

f(x, y,z) = 0
xT z = 0
x ≥ 0, z ≥ 0

を満たすベクトル (x,y, z) ∈ Rn ×Rm ×Rn を求める問題を非線形相補性問題あるいは

単に相補性問題という．

演習問題 1.3 行列 A = (M − I)であるとき，M が半正定値行列ならば，条件 (4) が

成立することを示せ．

1.2 線形計画問題と線形相補性問題

この節では，様々な形の線形計画問題の最適条件が単調な線形相補性問題あるいは混合

線形相補性問題となることを示す．また，自己双対線形計画問題は，それ自身が線形相補

性問題とみなされることを示す．

線形の不等式制約と変数の非負制約をもつ線形計画問題

最小化 cT x
制約条件 Ax ≥ b

x ≥ 0
(5)
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とその双対問題
最大化 bT y

制約条件 AT y ≤ c
y ≥ 0

(6)

を考える．x が主問題 (5) の最適解であり，y が双対問題 (6) の最適解であるとき，

x2 = Ax − b，y2 = −AT y + cとすれば(
y2

x2

)
=

(
0 −AT

A 0

)(
x
y

)
+

(
c
−b

)
(yT

2 ,xT
2 )

(
x
y

)
= 0(

x
y

)
≥ 0,

(
y2

x2

)
≥ 0,

(7)

が成立し，逆に (x,y)と (y2, x2)が条件 (7)を満たすならば，xが主問題 (5)の最適解で

あり，y が双対問題 (6)の最適解である．したがって，条件 (7)は，線形計画問題 (5)と

その双対問題の最適解であるための必要十分条件であるが，これは線形相補性問題 (1)と

なっている．

標準形の線形計画問題
最小化 cT x
制約条件 Ax = b

x ≥ 0
(8)

とその双対問題
最大化 bT y

制約条件 AT y ≤ c
(9)

を考える．xが主問題 (8)の最適解であり，(y,z)が双対問題 (9)の最適解であるならば，(
A 0 0
0 AT E

) x
y
z

 =
(

b
c

)
xT z = 0
x ≥ 0, z ≥ 0

(10)

が成立し，逆に (x,y, z) が条件 (10) を満たすならば，x が主問題 (8) の最適解であり，

(y, z)が双対問題 (9)の最適解である．したがって，条件 (10)は，標準形の線形計画問題

の最適条件であり，これは混合線形相補性問題 (2)となっている．

例 1.4 線形計画問題
最小化 −x1 − 2x2

制約条件 2x1 + x2 + x3 = 1
(x1, x2, x3)T ≥ 0
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の最適条件は，ある y と (z1, z2, z3)に対して

2x1 + x2 + x3 = 1
2y + z1 = −1
y + z2 = −2
y + z3 = 0
x1z1 + x2z2 + x3z3 = 0
(x1, x2, x3)T ≥ 0, (z1, z2, z3)T ≥ 0

が成立することである．これは，混合線形相補性問題となっている．ちなみに，この問題

の解は，
(x1, x2, x3) = (0, 1, 0), y = −2, (z1, z2, z3) = (3, 0, 2)

である．

一般形の線形計画問題

最小化 cT
1 x1 + cT

2 x2

制約条件 A11x1 + A12x2 ≥ b1

A21x1 + A22x2 = b2

x1 ≥ 0

(11)

とその双対問題
最大化 bT

1 y1 + bT
2 y2

制約条件 AT
11y1 + AT

21y2 ≤ c1

AT
12y1 + AT

22y2 = c2

y1 ≥ 0

(12)

を考える．主問題 (11) の実行可能解 (x1, x2) と双対問題 (12) の実行可能解 (y1, y2) が

最適解となる必要十分条件は，

xT
1 (c1 − AT

11y1 − AT
21y2) + (A11x1 + A12x2 − b1)T y1 = 0

が成立することである．したがって，u = c1−AT
11y1−AT

21y2，v = A11x1+A12x2−b1

とすれば，(x1, x2)が問題 (11)の最適解となり，(y1, y2)が双対問題 (12)の最適解とな
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る必要十分条件は，


A11 −I A12 O O O
A21 O A22 O O O

O O O AT
21 I AT

11

O O O AT
22 O AT

12




x1

v
x2

y2

u
y1

 =


b1

b2

c1

c2


(xT

1 ,vT )
(

u
y1

)
= 0(

x1

v

)
≥ 0,

(
u
y1

)
≥ 0

(13)

と表すことができる．これは，混合線形相補性問題 (2)となっている．

次に，自己双対線形計画問題が，混合相補性問題となっていることを示す．一般の線形

計画問題 (11)は，ベクトル x1，x2，y1，y2 の次元を順に n1，n2，m1，m2 とするとき，

条件
n1 = m1, n2 = m2(

c1

c2

)
= −

(
b1

b2

)
(

A11 A12

A21 A22

)
= −

(
A11 A12

A21 A22

)T
(14)

を満たすならば，自己双対である．このとき，問題 (11)の実行可能解が最適解となる必

要十分条件は，相補性条件

xT
1 (A11x1 + A12x2 − b1) = 0

を満たすことである ([4]参照)．したがって，x3 = A11x1 + A12x2 − b1 とすれば，問題

(11)の最適条件は

(
A11 A12 −I
A21 A22 O

)  x1

x2

x3

 =
(

b1

b2

)
xT

1 x3 = 0
x1 ≥ 0, x3 ≥ 0

(15)

となる．これは，混合線形相補性問題 (2)となっている．

演習問題 1.5 線形相補性問題 (7)が単調であることを示せ．

演習問題 1.6 混合線形相補性問題 (10)が単調であることを示せ．
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演習問題 1.7 混合線形相補性問題 (13)が単調であることを示せ．

演習問題 1.8 混合線形相補性問題 (15)が単調であることを示せ．

1.3 凸２次計画問題と線形相補性問題

この節では，様々な形の凸２次計画問題の最適条件が単調な線形相補性問題あるいは混

合線形相補性問題となることを示す．

線形の不等式制約と変数の非負制約を持つ凸２次計画問題

最小化 1
2xT Qx + cT x

制約条件 Ax ≥ b
x ≥ 0

(16)

とその双対問題
最大化 bT y − 1

2xT Qx

制約条件 AT y ≤ Qx + c
y ≥ 0

(17)

を考える．x が主問題 (16) の最適解であり，y が双対問題 (17) の最適解であるとき，

x2 = Ax − b，y2 = Qx − AT y + cとすれば(
y2

x2

)
=

(
Q −AT

A 0

)(
x
y

)
+

(
c
−b

)
(yT

2 ,xT
2 )

(
x
y

)
= 0(

x
y

)
≥ 0,

(
y2

x2

)
≥ 0,

(18)

が成立し，逆に (x, y)と (y2, x2)が条件 (18)を満たすならば，xが主問題 (16)の最適解

であり，y が双対問題 (17)の最適解である．したがって，条件 (18)は，凸２次計画問題

(16) とその双対問題の最適解であるための必要十分条件であり，線形相補性問題 (1) と

なっている．

n個の変数とm個の等式制約を持つ標準形の凸２次計画問題は

最小化 1
2xT Qx + cT x

制約条件 Ax = b
x ≥ 0

と表される．x ∈ Rn がこの凸２次計画問題の最適解となる必要十分条件は，ある
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y ∈ Rm と z ∈ Rn が存在し，条件

Ax = b

−Qx + AT y + z = c
xT z = 0
x ≥ 0, z ≥ 0

(19)

が成立することである．この問題 (19)は，混合線形相補性問題 (2)となっている．

例 1.9 次の２次計画問題

最小化 1
2 (x1, x2)

(
4 1
1 2

)(
x1

x2

)
+ (−3,−4)

(
x1

x2

)
制約条件 x1 + 2x2 = 1

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

を考える．これは凸２次計画問題であり，(x1, x2)が最適解であるための必要十分条件は，

ある y，z1，z2 に対して

x1 + 2x2 = 1

−
(

4 1
1 2

)(
x1

x2

)
+

(
1
2

)
y +

(
1 0
0 1

)(
z1

z2

)
=

(
−3
−4

)
(x1 x2)

(
z1

z2

)
= 0

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, z1 ≥ 0, z2 ≥ 0

が成立することである．これは，混合線形相補性問題である．ちなみに，この問題の解

は，x1 = 2
7，x2 = 5

14，y = −3
2，z1 = 0，z2 = 0である．

凸２次計画問題
最小化 1

2xT Qx + cT x
制約条件 A1x = b1

A2x ≥ b2

(20)

を考える． x ∈ Rn が凸２次計画問題 (20) の最適解となる必要十分条件は，ある

y1 ∈ Rm1 と y2 ∈ Rm2 が存在し，条件

A1x = b1

A2x ≥ b2

AT
1 y1 + AT

2 y2 = Qx + c
yT

2 (A2x − b2) = 0
y2 ≥ 0

(21)
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が成立することである．x2 = A2x − b2 とすれば，これは 0 A1 0 0
−E A2 0 0
0 −Q AT

1 AT
2




x2

x
y1

y2

 =

 b1

b2

c


xT

2 y2 = 0
x2 ≥ 0, y2 ≥ 0

(22)

と書き換えることができる．この問題 (22)は，混合線形相補性問題 (2)となっている．

演習問題 1.10 線形相補性問題 (18)が単調であることを示せ．

演習問題 1.11 混合線形相補性問題 (19)が単調であることを示せ．

演習問題 1.12 混合線形相補性問題 (22)が単調であることを示せ．

1.4 線形相補性問題と内点法

線形相補性問題 (1)を解く内点法について解説するが，混合線形相補性問題 (2)を解く

内点法についてもほとんど同様である．線形計画問題とその双対問題を解く主双対内点法

を少し変更することにより，線形相補性問題を解く内点法を構築することができる．主双

対内点法のほとんどのアルゴリズムが線形相補性問題に適用できるが，ここでは主双対パ

ス追跡法をもとに解説する．はじめに，次の仮定を置く．

仮定 1.13 線形相補性問題 (1)の実行可能な内点，すなわち

z0 = Mx0 + q, x0 > 0, z0 > 0

を満たす初期点 (x0, z0)が既知である．

パス追跡法を説明するために，線形相補性問題 (1) の解析的中心と中心パスを定義す

る．定数 µ > 0に対して，方程式系

z = Mx + q
Xz = µe

(23)

と不等式 x > 0，z > 0を満たす点を解析的中心といい，(x(µ), z(µ))とあらわす．仮定

1.13のもとで，任意の µ > 0に対して，唯一つの解析的中心 (x(µ), z(µ))が存在するこ

とが知られている ([3]参照)．また，解析的中心の集合

P = {(x(µ), z(µ))|µ > 0}
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は，なめらかなパスとなり，中心パスと呼ばれる．

パス追跡法では，点 (x0, z0)を初期点として，実行可能な内点の列 {(xk, zk)}を生成
する．第 k 反復における実行可能内点 (xk, zk)が得られているとして，次の実行可能内

点 (xk+1, zk+1) の求め方を示す．点 (xk, zk) が µk = (xk)T zk/n のときの解析的中心

(x(µk), z(µk))の近似点であると仮定し，γ ∈ (0, 1)に対して，

µ = γµk

としたときの解析的中心 (x(µ),z(µ))を求めようとする．そのために，点 (xk,zk)にお

いて，方程式系 (23)にニュートン法を適用し，方向 (∆x, ∆z)を求める．それは，線形

方程式系
∆z − M∆x = 0
Zk∆x + Xk∆z = −(Xkzk − γµke) (24)

の解である．ここで，Xk = diag(xk)と Zk = diag(zk)は，それぞれベクトル xk と zk

の要素と対角要素が等しい対角行列を表している．この線形方程式系の解は

∆x = −(Zk + XkM)−1(Xkzk − γµke)
∆z = M∆x

と表すことができる．探索方向 (∆x, ∆z)を求めたら，ステップサイズを αとして，次の

点を (
xk+1

zk+1

)
=

(
xk

zk

)
+ α

(
∆x
∆z

)
(25)

とする．ただし，次の点が実行可能内点となるように，xk+1 > 0と zk+1 > 0を満たす

ステップサイズ αを定める必要がある．

アルゴリズム 1.14 線形相補性問題 (1)に対する主双対パス追跡法は，次のステップから

成る．

ステップ 0 初期実行可能内点を (x0, z0)，γ ∈ (0, 1)，k = 0とする．

ステップ 1 点 (xk, zk)において，µk = (xk)T zk/n，µ = γµk とし，線形方程式系 (24)

の解 (∆x, ∆z)を計算する．

ステップ 2 ステップサイズ α を定め，式 (25) により，次の点 (xk+1, zk+1) を求める．

反復回数 k を 1増加し，ステップ 1へ戻る．

ここで，ステップ２におけるステップサイズ α の定め方には，線形計画問題の主双対

内点法と同様に，中心パスの近傍を使う方法，あるいは実行可能解であるための最大のス
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テップサイズ
α̂ = max{α|xk + α∆x ≥ 0, zk + α∆z ≥ 0}

と定数 λ ∈ (0, 1)を使い，α = λα̂とする方法などがある．中心パスの近傍を使うことに

より，線形計画問題の場合と同様に，反復回数を O(
√

nL)あるいは O(nL)におさえるこ

とができる．

1.5 演習問題の略解

1.5.1 演習問題 1.3の略解
行列A = (M − I)であるとき，条件 (4)の仮定より

(M − I)

(
∆x
∆z

)
= M∆x − ∆z = 0

である．これより，∆z = M∆xとなり，行列M が半正定値なので

∆xT ∆z = ∆xT M∆x ≥ 0

が成立する．

1.5.2 演習問題 1.5の略解
線形相補性問題 (7)の行列は

M =

(
0 −AT

A 0

)
である．したがって，任意の (x, y)に対して

(xT , yT )M

(
x
y

)
= (yT A,−xT AT )

(
x
y

)
= yT Ax − xT AT y = 0

となるので，M は半正定値行列である．これより，線形相補性問題 (7) は単調である．この行列

M のように，MT = −M が成立する行列を歪対称行列あるいは交代行列という．一般に正方行

列 B とベクトル xに対して，xT Bx = xT BT xであるので，B が歪対称行列ならば，任意の x

に対して，xT Bx = 0となる．したがって，歪対称行列は，半正定値行列である．

1.5.3 演習問題 1.6の略解
混合線形相補性問題 (10)の行列

A′ =

(
A 0 0
0 AT E

)
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に対して，ベクトル (∆x, ∆y, ∆z)が

A′

(
∆x
∆y
∆z

)
=

(
0
0

)
を満たすとする．このとき，

A∆x = 0, AT ∆y + ∆z = 0

であるから
∆xT ∆z = −∆xT AT ∆y = −0T ∆y = 0

となる．したがって，混合線形相補性問題 (10)は単調である．

1.5.4 演習問題 1.7の略解
混合線形相補性問題 (13)の行列

A =

 A11 −I A12 O O O
A21 O A22 O O O
O O O AT

21 I AT
11

O O O AT
22 O AT

12


に対して，ベクトル (∆x1, ∆x2, ∆y1, ∆y2, ∆z1, ∆z2)が

A


∆x1

∆x2

∆y1

∆y2

∆z1

∆z2

 =

 0
0
0
0


を満たすとする．このとき，

A11∆x1 − ∆x2 + A12∆y1 = 0
A21∆x1 + A22∆y1 = 0
AT

21∆y2 + ∆z1 + AT
11∆z2 = 0

AT
22∆y2 + AT

12∆z2 = 0

であるから

∆xT
1 ∆z1 + ∆xT

2 ∆z2 = −∆xT
1 (AT

21∆y2 + AT
11∆z2) + (A11∆x1 + A12∆y1)

T ∆z2

= −∆xT
1 AT

21∆y2 + ∆yT
1 AT

12∆z2

= −(−A22∆y1)
T ∆y2 + ∆yT

1 (−AT
22∆y2)

= 0

となる．したがって，混合線形相補性問題 (13)は単調である．



学習用テキスト 非線形計画法 (2) 線形相補性問題 13

1.5.5 演習問題 1.8の略解
混合線形相補性問題 (15)の行列

A =

(
A11 A12 −I
A21 A22 O

)
に対して，ベクトル (∆x, ∆y, ∆z)が

A

(
∆x
∆y
∆z

)
=

(
0
0

)
を満たすとする．このとき，

A11∆x + A12∆y − ∆z = 0, A21∆x + A22∆y = 0

であるから，条件式 (14)のA12 = −AT
21 を使うと

∆xT ∆z = ∆xT A11∆x + ∆xT A12∆y
= ∆xT A11∆x − ∆xT AT

21∆y
= ∆xT A11∆x + ∆yT AT

22∆y
= 0

となる．したがって，混合線形相補性問題 (15)は単調である．ここで，最後の等式は，(14)より行

列A11 とA22 が歪対称行列であることから，導かれる．

1.5.6 演習問題 1.10の略解
線形相補性問題 (18)の行列は

M =

(
Q −AT

A 0

)
である．Qが半正定値行列なので，任意の (x, y)に対して

(xT , yT )M

(
x
y

)
= (xT Q + yT A,−xT AT )

(
x
y

)
= xT Qx + yT Ax − xT AT y ≥ 0

となる．したがって，M は半正定値行列であり，線形相補性問題 (18)は単調である．

1.5.7 演習問題 1.11の略解
混合線形相補性問題 (19)の行列

A′ =

(
A 0 0
−Q AT E

)
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に対して，ベクトル (∆x, ∆y, ∆z)が

A′

(
∆x
∆y
∆z

)
=

(
0
0

)
を満たすとする．このとき，

A∆x = 0, −Q∆x + AT ∆y + ∆z = 0

であるから，Qが半正定値行列であることを使うと

∆xT ∆z = ∆xT Q∆x − ∆xT AT ∆y ≥ −0T ∆y = 0

が得られる．したがって，混合線形相補性問題 (19)は単調である．

1.5.8 演習問題 1.12の略解
混合線形相補性問題 (22)の行列

A =

(
0 A1 0 0

−E A2 0 0
0 −Q AT

1 AT
2

)

に対して，ベクトル (∆x, ∆y1, ∆y2, ∆z)が

A

 ∆x
∆y1

∆y2

∆z

 =

(
0
0
0

)

を満たすとする．このとき，

A1∆y1 = 0
−∆x + A2∆y1 = 0
−Q∆y1 + AT

1 ∆y2 + AT
2 ∆z = 0

であるから，Qが半正定値行列であることを使うと

∆xT ∆z = ∆yT
1 AT

2 ∆z
= ∆yT

1 Q∆y1 − ∆yT
1 AT

1 ∆y2

≥ −0T ∆y2 = 0

が得られる．したがって，混合線形相補性問題 (22)は単調である．
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